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Esaiirila l’ edizione italiana degli applauditi elementi 
di Calcolo Differenziale e di Calcolo Integrale del sig- 
Lacroix , i quali servivano di testo alle nostre lezioni 
nello Studio Privato , ci venne per avventura tra le 
mani il sunto delle lezioni di Analisi dettate da 
Navier nella scuola Politecnica di Parigi. Una ra- 
pida lettura di queste lezioni ci fece pensare , di 
accordo col sig. professore de Angelis nostro collega 
nel detto Studio, che le medesime tradotte liberamen- 
te , ed annotate dove paresse utile , potevano rimpiaz- 
zare con vantaggio gli elementi del sig. Lacroix , sia 
perchè in questi alcune teorie mancano affatto o sono 
toccate leggermente, laddove nelle lezioni del Navier 
hanno im più ampio sviluppo ; sia por la forma in 
che molte dottrine comuni alle due opere, son pre- 
sentate nella seconda di esse. E siccome importava 
far conoscere il metodo infinitesimale propriamente 
detto , per essere tuttora quasi il solo adoperato nelle 
scienze fisiche ; opinammo che se ne sarebbero dichia- 
rati i principi , e fatte alcune applicazioni, in tante 
note da apporsi ài luoghi opportuni. 

Questo libro pertanto dovea essere il sunto delle 
lezioni del Navier: con questo divisamen lo ne fu in- 
trapresa la stampa, c fu tale a un di presso fino al 
N." 4 !j- Ma poscia, il bisogno di metterlo alla portala 
di una classe mollo numerosa ci oblrgò di scostarci 
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tanto da Na»icr, clie rordine solo delle materie ( e ciò 
neppur sempre ) può dirsi lo stesso nel nostro e nel 
libro del chiarissimo geometra francese. 

In sostanza dunque, vuoisi riguardare questo libro 
come un lavoro eseguito sulle lezioni del Navier , 
avendo sott’ occhio altri libri eccellenti , e facendo il 
meglio che per noi si poteva nella circostanza di do- 
ver scrivere e mettere a stampa tra moltiplici cure, 
ed occupazioni scientifiche. 

S^tatxceico ^acto Succi. 
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CORREZIONI ED AGGIUNTE 
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P^RTE PRIMA. 


ARTICOLO I. 


T 


le jnnzionì in generate , delle Jìmzioni derivate , 
. e dei differenziali. 


1. L analisi algebrica esamina le relazioni che esistono 
tra le quantità cognite e le quantità incognite di una medesima 
quistione , e che sono espresse per via di equazioni. Il suo 
nrincipalc oggetto ò di trovare i valori determinati delle in- 
cognite , capaci di soddisfare le date equazioni. Ciascuna 
incognita ammette, in generale, un sol valore quando l’equa- 
zioni sono di primo grado ; ed ammette più valori differenti 
quando 1* equazioni sono di grado supcriore al- primo : ma 
questi valori son sempre quantità determinate , reali o im- 
maginarie. 

L’analisi differenziale ed integrale, e tutte le parti delle 
matematiche da essa dipendenti, cousiderano le relazioni che 
esìstono tra le quantità costanti ( ossia quelle che hanno un 
valor fisso), e le quantità variabili' po.ìsono prendere 
infiniti valori diversi. Tali relazioni sono o si stimano espresse 
per via di equazioni ; ma il numero di queste equazioni si 
suppone sempre minore di quello delle quantità chiamate 
variabili , aflinchù 'ali quantità possano cffetlivamente am- 
mettere infiniti valori diversi, c condizionati soltanto a sodr 
disfare l’ equazioni. 

2 . Sùpponghiamo che la quistione di cui si vuol frattirrc 
comporti n equazioni , ed un numero m di variabili, mag- 
giore di n. Siccome n equazioni non possono determinare 
se non n incognite , resteranno arbitrari i valori di 
variabili. Ma quanto volte questi valori si sicno fìssati a pia- 
cere , quelli delle riinaneiiti n variabili snranuo Compiuta- 
mente determinati. Ora ciò si esprime dicendo clic queste 
ultime variabili sono funzioni prime. Si distingucranmi 
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( 2 ) 

<1unque in ogni quistionc : i." le varìaiili indi pendenti 
■ olle quali si possono attribuire valori qualunque ; 2 .° le va- 
riabili che lianno valori determinati quando si sono fissati 
quelli delle prime , c che son funzioni di queste. La scelta 
nelle variabili indipendenti è arbitraria ; ma fatta una volta, 
le forme del calcolo esigono che non sia cambiata nel corso 
delle operazioni ; o, per lo meno, questo cambiamento esige 
precauzioni , c trasformazioni particolari , che saranno di- 
chiarate a suo luogo. 

Per fissare le idee consideriamo due variabili a:, y (*) di- 
pendenti una dall’altra por mezzo di una sola equazione. 11 
valore di una di queste variabili , per esempio x , può essere 
stabilito ad arbitrio ; al medesimo però corrisponde sempre 
un valor determinato per y. Allora dunque x sarà la varia- 
bile indipendente , ed y sarà una funzione di x. 

Se si avessero tre variabili x ,y , z ligate fra loro con una 
sola equazione , si potrebbero considerare x cà y come in- 
dipendenti, e 2 sarebbe funzione di x ed y. Ma se tra a: , y , 2 
esistessero due etjuazioni , una sola variabile , per esempio x 
sarebbe indipendente , e 1’ altre due y c z sarebbero fun- 
zioni di X. 

Queste nozioni si estendono facilmente ai casi di un mag- 
gior numero di variabili e di equazioni. 

3. Si esprime che una quantità y e funzione di un’altra 
quantità x , ossia che y prende un valore determinalo quando 
81 attribuisce ad x un valore arbitrario , scrivendo 

!/=/(2^)> o y=F(x), ec. 

Similmente, quando z è funzione di due variabili x ,y, 
si scrive 

z=f{x,y), 0 vero z=:F{x,y), ec. 
e così di seguito. 


(*) Le quantità variabili sogtionsi esprimere con le ultime lettere del- 

1* alfabeto, x,y,z,v,u e le costanti con le prime a, 6, 

e Quali poi siano le costanti e quali le variabili, non si può 

desumere che dalla natura del soggetto o della quistionc che si prende 
a trattare ; e ciò sarebbe un affare di semplice convenzione , quando 
ai trattarne di una espressione analitica di forma determinata per rap- 
porto alle quantità letterali da cui dipende , senza previa conoscenza 
della natura di tali quantità. 
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Dunque una espressione analitica, formala in un modo qua* 
lunque dalle variabili x ,y e da quantità costanti, si de> 
noterà per F{x,y,z), di tal che una qualsivoglia equa* 
zione tra le variabili x ,y ,z sarà espressa per 

F{x ,y ,z) — o, 

e prenderà la forma z=f{x ^y) quando si supponga riso- 
luta per rapporto a z. 

Sia la relazione data 

e supposto che alla variabile x si diano successivamente tutti 
i possibili valori della sua specie da — oo sino a -f-oo, con* 
sideriarao i valori corrisponuenli della funzione y. La geo* 
jnctria somministra il mezzo di rappresentare facilmente la 
successione di questi valori : percioccliò si può prendere x per 
un’ ascissa contata da un punto fìsso di un asse indefìnito , 
ed y per la corrispondente ordinata ortogonale (*). I valori 
di y, corrispondenti a quelli di x nell’equazione y=f{x), 
apparterranno ad una linea (fìg. x), la cui figura in* 
dicherà il progresso dei valori di cui si tratta. É dunque ne* 
cessario di aver presente alb spirito non il tale o tal altro 
valor particolare di x una col valor corrispondente di y , ma 
si bene l’ insieme o , come suol dirsi , il sistema dei valori 
corrispondenti di queste due variabili. 

5. Tra le proprietà della funzione y=J'{x), o della linea 
ond’ è rappresentata , la più notabile , quella che forma if 

S rincipale oggetto del calcolo differenziale , e che si ripro- 
uce costantemente nelle appUcazioni di questo calcolo alla 
fìsica ed alle arti , è il grano di rapidità con che varia essa 
funzione quando la variabile indipendente x cresce di valo- 
re. Questo grado di rapidità del cambiamento che subisce la 
funzione quando si fa crescere la variabile , può differire 
non solo da una funzione ad un’ altra , ma si bene in una 
stessa funzione, secondo il valore attribuito alla variabile, a 


(*) Siccome )>er essere y funziona di x non è punto necessnrio che 
siano quantità omogenee , e meno ancora che siano linee , così dobbiam 
credere che l’ autore supponga tacitemcnlo , che i valori di x c di y 
siansi espressi iu numeri med^iante le unità delle loro specie rispettive, 
c che siansi fissate a piacere una o due rette per rappresentare grah- 
(amcBtc tali onilà. 
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E iirtir (lai qiia!<.' si suppone che l’ accrescimento di essa ab> 
in luogo, i’er foriuiu’ci idije precise su (]iiesto particola- 
re , diamo ad x un valore determinato espresso da OP , al 
(piale corrisponderà un valore similmente determinato per 
yxf[x) , indicalo da 3IP. Indi siipponghiamo che x , a 

f iartire d.ól detto valore OP ■, aumenli di una quantità qua- 
un(|ue che dinoteremo per Aar , o che nella figura verrà 
indicata da PQ. La funzione y varierà in conseguenza di 
una ccrLi quantità che dinoteremo similmente eoa Ay, per 
modo che sarà 


y-t-Ay=./(a: + Aar), 

e quindi 

=/( X + Ax ) --y =/{ a: 4- Aa- ) —f[x). 

Il nuovo valore assunto dalla funzione y è rappresentato , 
nella' figura da NQ , ed Nli esprime Ay ossia il camhia- 

mcalo subito da questa funzione. Il rajiporto dunque ^ del 

cambiamento della funziono a quello della variabile, lu cui 
espressione ò 

Xe àx ’ 


eguaglierà -r^ ossia ^ , o quindi sarà rappresentato dalla 

tangente trigonometrica dell’ angolo NMR compreso dalla 
secante MN con l’ asse delle x- 


É 


chiaro che il detto rapporto 


Xe 


sia r espressione natu- 


rale della proprietà poco sopra mentovala , cioè a dire del 
grado di rapidità con che varia la funzione y al crescere 
che fa la variabile indipendente x\ poiché quanto più grande 
sarà il valore di questo rapporto , tanto maggiore sarà il 
cambiamento che subisce la funzione allorché la variabile cre- 
sce della quantità data Az. Nondimeno imj)arla osservare 

che il valore di ~ ( tranne il caso in cui la linea MN sia 
Aar ' 


una retta } dipende non solo dal valore OP attribuito ad 
X , cioè a dire dal punto M tolto a (K)nsldcrnrc nella curva, 
ma SI bene dalla grandezza assoluta concessa all’ aumento Ax. 
Or se noi lasciamo arbitrario questo aumento , ci sar4 ùu- 
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possibile assegnare alcun valore preciso al rapporto ~ ili 

cui si tratta , ed ò assolutamente necessario di adottare una 
convenzione che faccia sparire qualunque indeterminazione 
a (questo riguardo. ' 

Supponghiamo che dopo aver dato a Ax un valore 
qualunque PQ , cui corrisponderanno un certo valore JVR 
per Ay od una certa direzione della secante JlfJV , si 
diano a Ax valori successivamente minori , per modo che 
questo aumento fenda a divenir nullo. Il corrispondente cam- 
biamento Ay varierà in conseguenza , e in generale tende- 
rà a divenir nullo ancor esso ; il punto Af tenderà a con- 
fondersi col punto Jtl , e la secante MIV a. coincidere colla 
tangente MT applicata alla curva nel punto M. Laonde il 

rapporto —, che uguaglia sempre la tangente trigonbme- 

Aiip 

trica deir angolo compreso dalla secante coll’asse delle x, 
si avvicinerà egualmente , ossia avrà per limite la tangente 
trigonometrica dell’angolo TMli, compreso dalla tangente MT 
coll’asse del x. 


Lo stesso avrebbe luogo quando il cambiamento Ax fosse 
negativo, e diminuisse l’ ascissa x in luogo di aumentarla; 
a misura che il valore assoluto di questo cambiamento sa. 
rebbe supposto minore o vicino allo zero , il corrispondente 
cambiamento Ay dell' ordinata si avvicinerebbe ancor esso 
a zero ; la secante della curva , menata pei punti corrispon- 
denti alle ascisse x-\-Ax ed x, tenderebbe sempre più a 
confondersi colla tangente della curva nel punto corrispon- 


dente all’ ascissa a: , e il valore finalmente del rapporto ^ 


si avvicinerebbe indefinitamente al limite pocanzi detto, cioè 
alla tangente trigonometrica dell’ angolo compreso fra la tan- 
gente della curva e l’asse delle ascisse. 

7. E chiaro adunque che quando il cambiamento Ax, c per 
conseguenza il cambiamento corrispondente Ay, diminuiscono 


progressivamente e tendono a divenir nulli, il rapporto ~ di 


questi cambiamenti si avvicina ad un limite il cui valore c deter- 
minato c, in generale, finito; perche in ciascun punto di una 
curva la posizione della tangente è determinata, e d’ordi- 
nario comprende con l’ asse delle x un angolo acuto od ot- 
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luso. Or questo limite del rapporto ^ debb’ esser considera* 

to come la vera e precisa misura della proprietà mentovata 
nel 11 .® 5 , ossia del grado di rapidità con elio varia la fun- 
zione al cambiare che fa la variabile indipendente; percioc- 
ché tal limite non contiene più nulla di arbitrario , non di- 
pendendo dai valori dei cambiamenti Aa; c Ay ( i quali spa- 
riscono quando la secante diviene tangente), nè in conse- 
guenza dipendendo dalla figura della curva ad una certa di- 
stanza finita e comunque piccola dall’ una e dall’ altra parte 
del punto M, Elsso dipende solo dalla direzione della curva 
in questo punto , ossia dalla inclinazione della tangente della 
curva in questo punto all’ asse delle x. Il medesimo limite 
è ciò che Newton chiamò flussione della ordinala (*) , e 
quanto alla maniera di ritrovarne il valore nei singoli casi 
è chiaro che basta considerare l’espressione generale 
Ay _ /( x + sx) — /(x) 

A* Aar ’ 

ed indagare con opportuni sviluppi o trasformazioni il limite 
cui si avvicina , a misura che Ax impiccolisce e tende a 
divenir nullo : limite che sarà un’ altra funzione della varia- 
bile X , la cui natura dipenderà da quella della funzione 
data Jlx). 

Sìa per esempio ax^ questa data funzione , cioè a dire sia 
avremo successivamente 

yix-i-jXx)=a(x+Ax)^=(7x^+3ax*Ax-i-3ax(Ax)*-f-a(Ax)^ 
Ay=^x+Ax)—Jlx)=3ax*Ax-i-3ax(àx)*+a(Ax)^ , 

-|- 3axAx -|- a(Ax)*. 

Ora c manifesto che supponendo di più in più picciolo il 
valore di Ax , anche quello di Ay , espresso da 3ax*Ax 
-f-3ax(Ax)* -h a(Axy, vada sempre più impicciolendo; per 
modo die di amendue può dirsi che tendono a zero. £(i è 


(*) A parlar propriamente il limile in discorso è il rapporto delle 
inaniitA che Newton chiamò flussioni, e Leihnitz differenziali dcll’or- 
iuau c dell’ ascissa. 
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anche chiaro che il valore del rapporto ~ , espresso da 

3ajr* + + o(Ajr)* avvicinasi nel tempo slesso a 3aar", 

che c un’ atira funzione di x nata dalla proposta ax ^ , che 
ha in generale un valor finito e diverso da zero , cd è ia< 
dipcndcnlc affatto dall’accrescimento ^x della variabile. 

8. É dunque necessario segnalare il caso, in cui rauinento 
Ao: della variabile indipendente si considera come indefìnita- 
mcntc prossimo allo zero, o che torna lo stesso, come un nu- 
mero indeterminato c minore di qualunque numero assegnabile. 
Il medesimo dicesi allora infinitamente piceolo , o semplice- 
mente infinitesimo , cd in generale anche il cambiamento 
corrispondente Ay della funzione prende in tal caso un valor 
minore di ogni numero dato , ossia un valore infinitamente 
piccolo. II rapporto però di questo valore di Ay a quello di 
Az è determinalo , dovendosi riguardare come indeOnita- 
menle prossimo al limite di cui più sopra fu parola, ossia 
come differente da questo limite per un numero minore di 
qualunque assegnabile: il che nel fatto ( se non nella teoria ) 
torna lo stesso che essergli eguale. 

La considerazione del limile di cui si tratta essendo im- 
portantissima , i geometri la distinguono con denominazioni 
e segni particolari. I cambiamenti Ax e Ay in generale si 
chiamano diffierenze della variabile x e della funzione y , 
perché difatti si considera Ax come differenza di due valori 
successivi di ar , e Ay come differenza dei due valori corri- 
spondenti di y ; ma quando Aa: e Ay si suppongono essere 
(Tue infinitesimi , prendono il nome di differenziali delle va- 
riabili X eì y , e per distinguere questo caso impiegasi la 
caratteristica d in vece di A , scrivendo dx c dy. Ì*cr tal 

modo il limite verso cui tende il rapporto —, a misura che 

* * A;r 


Aa: avvicinasi a zero, vien espresso da (*j. La funzione 


<lx 


(*) Ritenendo che questa frazione si riguardi come un puro seguo 
convenzionalo della nuova funzione di ar ( scritto soltanto cosi per richia- 
mare alla mento le operazioni con che si può procedere ad investigar- 
ne il valore), esprimente il valore cui si avvicina indejinitamente il 
*1 ... 

rapporto — a misura che e Ay avvicinansi a lero , ma cui mai 
non raggiugne finché Aa; e Ay hanno valori sussistenti, anche (se si 
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dì X, cbc in ciascun caso parlioolare dà il valore del limile 
cliiamasi coefficiente differenziale o, secondo Lagrange, 


funzione derivala della funzione primitiva y o f(x) , pn- 
Icnclosi desumere da questa con operazioni delcriniuale. E 
per ciò stesso il detto illustro geometra la indica con y* o con 
/'(r) : notazioni frcquentcìnente adoperate dagli anatisli. 

Cosi nell’ esempio pocanzi addotto della funziono ax^ , ab- 
biamo per coeflieienle difTercnziale di essa l’altra funzione 
Sax* , die trovammo essere il limito del rapporto dell’ au- 
mento della funzione primitiva ax^ a quello della variabile; 
onde supponendo che questa funzione siasi chiamata y o 
f{x)f potremo’ scrivere secondo l’uso più comune 


^—Sax*^ ^-i^^s=Sax*, 

dx dx 


o pure y secondo la notazione di Lagrange , 
y' = Sax* ,f'{x)i=Sax*, 

q. Osserviamo che la distanza NRy la quale rappresenta la 
differenza è composta di due parti TJÌ e TM che tendono 
tutte due a divenir nulle quando Aa: avvicinasi a zero. Per la 
prima, siccome l’angolo TMR ha per tangente trigonometrica 

il limite di ^ , ossia ~ , si ha TR= ^ Aar ; quanto poi a 

TIV, dovendo questa retta sparire insieme con Ax, ci sarà per- 
messo rappresentarla in generale con ocAx, supponendo esser a? 
una funzione di ar c Ar: c così potremo scrivere generalmente 


vuole ) innnitcsimi c rapprcsculati da dx ,dy \ pur nondimeno qiianle 
volte 8i riesce a dctcrniinare colai funzione per mndo che la condizione 
dell' avvicinamento itidefinilo resti soddisfalla, si dovrà tenere conciliala 
pcrrcltamcnlc l’esattezza dei risullamcnli con quella della teoria. K lo 
stesso immortale autore del metodo rigorosissimo delle funzioni derivale 
portò questa opinione quando scrisse ir jc nc diseonviens pas qu’on iic 

> puisse, par la considcration des lunites envisagèes d’iinc manière particu- 

> lièrc, démontrer rigoureuscmeul U's princi|>es du calctil dillorcnticl .... 
1 { Lagrange •. lecoiis sur le calcili des fonclioiis, i8o6, pag. a) » Or.-» 
noi vedremo clic molle ricerche del nostro autore sono eseguile iit 
questo senso , ed hanno perciò lulla la desiderabile esattezza, non solo 
uà risullamenli (che mai non ne mancano), ma si pure nella teoria. 
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Sino- a che Ax e Ay avranao valori siissislenli , quanto si 
vogliano piccoli , la quantità a> avrà essa pure un valore sussi- 
stente; ma quando si supponga Ax=o , sarà pure ®=s=o, 

dovendo in tale ipotesi il rapporto ^ divenire eguale a 

Se dunque si vuol indicare che si considera non il valor 

vero del rapporto ma si bene il limite verso cui tende a 


misura che Ax e Ay impiccioliscono , c che stimasi rag- 
giunto quando Ax e Ay si sono avvicinati ìndeGnitamcntc a 
zero, bisognerà supporre aj=o , c cambiare Ax e Ay in 
ffx c dy ; con che la prima delle due precedenti equazioni 
diviene semplicemente 



Questo risultato, che non condurrebbe a nulla qualora si cfTel- 
luassc la riduzione cui sembra invitare la forma del secondo 
membro , si esprime dicendo che il differenziale della firn- 


(*) Quando svanisce Ax , divenendo nullo in generale anche Ay , 
può sembrare atTallo strana , se non assurda, la ricerca del valore di 

in tal caso ; poiché il rapporto di un aero ad un altro non pre- 
senta ( per servirmi delle parole di Lagrange ) alcuna idea. Ma non 

lasciando per ciò di esser vero che esiste una funzione di x, verso cui 

quel valore converge a misura che Ax e Ay , ancora sussistenti , ira- 

f ùcciotisconu , e da cui può diiTerire per una quantità minore di qua- 
unque assegnabile ; e questo solo essendo necessario e suKlciente per 
tutte le applicazioni dbl ca'colo differenziale , ue segue che si possa 
realmente considerare queKa funzione come il valore che prende il raji- 

porto ~ quando Ax e Ay cessano di sussistere , tantoppiù che il sup- 
porre un rapporto fra due zeri non conduce all* assurdo , comunque 
senta del paradosso. 

Kiguardu poi all’ equazione 

quantunque sembri giusto il sostenere che essa non sia esattamente vera 
finche dx e dy non sono esattamente nulli , pure i risult intenti che si 
avranno supponendola tale , avranno tu'.ta l’ esattezza matematica qualora 
.siano ìndipendenti da <fx e i/y , che sono come gli elementi dai quali 
.dovrebbesi dedurre la misura dell'errore , se mai ve ne fosse. 

2 
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■zione j 0 vero f(x) è ttffuale al prodotto del differenziale dt 
della variabile indipendente, pel limite ^ del rapporto ^ 
tra le differenze corrispondenti della variabile e della fun- 




chiamasi 


zione; e qucsia si c la ragioae per cui il limile 

coefficiente differenziale della funzione. Il principio, ossia 
la proposizione fondamentale di cui si tratta , è come posto 
in evidenza dalla natura stessa della notazione Lcibniziaua, 
da noi c da quasi tulli i geometri adottala. 

10. Riepilogando le nozioni precedenti , e considerando una 
funzione qualunque y di una sola variabile indipendente a:, 
ci possiamo rappresentare questa variabile come crescente pro- 
gressivamente da — 00 fino a -f- 00 , ed assumente successi- 
vamente valori, dei quali ciascuno supera il precedente della 
quanlilù dx supposta infiuilanicnic piccola , cioè minore di 
qualsivoglia grandezza assegnabile della stessa specie. Questa 
quantità dx , che esprime la differenza di due valori conse- 
cutivi di X , può a piacere supjiorsi costante o variabile in 
tutta r estensione della serie; ma quando si tratta di una va- 
riabile indipendente ò più semplice, o piuttosto, c nella natura 
del calcolo differenziale , la supposizione che dx sia costante. 
A misura clic si ptissa cosi da un valore a di ad un altro 
valore^, mediante un numero infinito di termini intermedi 
separali un dall’ altro per l’ intervallo costante dx , si passa 
egualmente dal valore b della funzione y , corrispondente al 
valore a di ar , al valore B corrispondente al valore A. Ogni 
volta che x cresce del differenziale dx , varia y del corrispon- 
dente differenziale dy , che può essere positivo o negativo. 

Noi dunque supporremo positivo e costante il differenziale 
dx , allribucndogli sempre uno stesso valore , qualunque sia 
il valore di x\ ma questi valori essendo supposti dati , quello 
di dy dipenderà dalla natura della funzione , e si terrà per 
cognito quando si sarà determinalo in funzione di x il li- 

mite ~ del rapporto , essendo sempre dy = Qu®* 


sto limile esprime c misura la rapidità con che il valore della 
funzione varia nelle diverse parli del suo corso , al mutar che 
fa essa stessa la variabile. 

II. Termineremo questo articolo con una osservazione la 
cui verità è manifesta. Essa è che i differenziali di sopra in- 
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dicali per dx e dy esprimono sempre quantità omogenee » 
quelle rappresentate dalle rispettive variabili a: ed y , di tal 
che in geometria , per esemplo , se x esprime una linea , 
una superficie, un volume; il difTercnziale dx esprimerà del 

S ari una linea , una superfìcie , un volume. Ed in vero il 
iflcrcnzialc di una quantità si suppone minore di ogni gran- 
dezza assegnabile , ma della medesima natura; onde la ipotesi 
di tanta picciolczza punto non cambia questa natura; Adunque 
dx e du son sempre omogenee con a: ed y , cioè a dire che 
hanno lo stesso numero di dimensioni delle unità, mediante 
le quali sonosi espressi in numeri i valori di queste variabili- 


II. Differenziazione delle funzioni semplici 
di una sola variabile. 


r2. Differenziare una funzione, che noi sempre dinotia- 
mo con 

significa cercar T espressione del suo differenziale dy , ossia 
del cambiamento inunilesimo che subisce y quando la varia- 
bile indipendente x cresce del suo difTercnziale dx. Questa 
ricerca , dopo ciò che si è detto nell’ articolo precedente , ri- 
ducesi a considerare il rapporto 

Ay _ /(x-fAg)— /(x) 

Ax Ax ’ 


e a determinare il limite al quale si avvicina indeflni- 

lamcnlo, secondo che Aar si approssima a divenir zero; poiché 
abbiam veduto nel n.° 9 che 

dy dx. 

'' dx 


Ora esistono nell’ analisi poche funzioni semplici 0 per dir 
COSI elementari, in ordine alle quali 1’ espressione del limite 
esige una ricerca speciale, che laddove sia falla, non s’in- 
contreranno diOlcoltn in qualunque altra funzione , che sarà 
sempre composta dalle prime. 

lo. Queste funzioni semplici sono : 

I." la funzione aT , cioè a dire la variabile innalzala ad 
una potenza fissala dall’esponente m, il quale può nippro- 
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seniore qualsivoglia numero costante , intero o frazionario , 
positivo o negativo ; 

2 . * la funzione logaritmica , ossia log x. È notò che con 
questo simbolo si vuol indicare l’ esponente cui bisogna eie* 
vare un numero stabilito , e chiamato del sistema, per 
ottenere il numero x ; di sorta che dinotando con a questa 

base , debb’ essere a^^=^x. Dal che segue che fa fun- 
zione log X non ha un senso determinato , se non quando è 
determinata la base a del sistema cui appartiene il logaritmo; 

3. " la funzione esponenziale a*, dove la variabile serve 
di esponente della potenza cui debb' essere innalzalo un nu- 
mero costante ; 

4. " le funzioni trigonometriche senar e cosar, dove ar espri- 
me un arco qualunque, contato da un punto fisso di una cir- 
conferenza di cerchio il cui raggio c 1* unità, e che procede 
in un senso convenuto quando x è positiva, e nel senso op- 
posto quando x è negativa. 

Noi considereremo successivamente queste diverse funzioni. 

Differenziazione della funzione y = x“. 

i4. Il caso più semplice è quello in cui m è un numero 
intero e positivo. Allora è facilissimo il rinvenire il differen- 
ziale della funzione y. Imperocché la formolo generale sta- 
bilita nel n.* 12 dà 

. É . V W ftl 

' Ax A X ’ 

ossia, sviluppando la potenza (ar-{-Aar)™ con la formula 
del binomio Newtoniano, la quale pel caso dell’esponente m 
intero e positivo trovasi dimostrata negli elementi di algebra, 

-±=mx -i ix Ax + ...+(Ax) 

Ax 3 

Ma quando Ax impiccolisce o converge verso lo zero , av- 
viene lo stesso di tutti i termini del secondo membro , ad ec- 
cezione del primo mx'" * che non è affetto da Ax ; questo 
primo termine dunque è il limile cui si avvicina indefinita- 
mente il rapporto^, o vero è (8) il coefficiente differenzialo 
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o la funzione derivala di x^. Pertanto sarà 

* , e quindi dy—mx^ dx. 
dx 

i5. Andiamo ora a dimostrare clic questo sia pure il dif- 
ferenziale di ar” negli altri casi dell’ esponente costante m. 
Osservando che il rapporto ^ si 


potrà scrivere sotto la forma 

^ ì 


fy , 

Ux 




tkX 


Ax 

X 

, m— I 


0 pure, facendo per brevità — =*, 

Ay _ (i+»)' 

Ax a 

Siccome dunque « impiccolisce indeCnitamenle insieme con Ax, 

la ricerca del limite verso cui tende il rapporto ^ a misura 

che Ax si fa minore , equivale alla ricerca del limite al quale 
si avvicina il rapporto 

(1-4-.)*”“* 


a misura che diminuisce «. Ma la quistione si ridurrà an- 
cora più semplice ponendo 

(i + *) > 

poiché allora /3 convergerà verso zero con e la prece- 
dente equazione cambiandosi nell’altra 

Ax > ’ 

non si tratterà più che di trovare il limite di 
i6. A tal fine cercheremo quello dell’ espressione 

(! + »)•, 

a misura che x si rende minore awicinandosi a zero. 


DigilizecI by Google 



( 4 ) 

E poiché ad ottenere che » converga verso lo zero bastìi 
fare a =4, d’onde i’=-, e supporre che f sia un numero 

f * 

intero e positivo che vada crescendo al di là di ogni numero 
assegnabile , ossia che converga verso oo ; cosi la quistionc 
sarà definitivamente ridotta a cercare il limite della espressione 

(‘+0’ 

per riguardo all’intero * convergente verso oo. 

Ora lo sviluppo di questa espressione colla regola del bi- 
nomio di Newton é da principio 


(* + 0= 


I+l-:: 




» ’ 2 »» ' 2.3 

ma questo si può agevolmealc scrivere sotto la forma 

I 

i 




(■+9'= 


I + 1 + 




(-=)(-!) 


2.3 


cd allora è palese che i numeratori di tutti i termini si av- 
vicinano indefinitamente all’ unità , a misura che* i converge 

verso r infinito. Dunque il limile di O+fY rispetto ad i 


convergente verso oo , ossia quello di ( i »)* rispetto di * 
convergente verso lo zero sarà la serie 


*+•+;+ 


I 

a. 3 


I 

a. 3. 4 


+ ec. 


Questa serie è convergente , cioè a dire che quanti più 
termini se ne considerano , più il risultato avvicinasi ad un 
certo numero irrazionale che non è possibile oltrepassare. 
Difatti, a contare dal terzo termine abbiamo ad evidenza 


a. 3 a. 3. 4 


■ec. 

a 


a. a a. a. a 




ma è noto che quest’ ultima serie , che è una progressione 
geometrica decrescente, prodotta all’ infinito equivale all’ unità; 
dunque il valore della serie primitiva 


1 + 1 +^ + ^- 


a . 3 . 4 


+ ec. 


cadrà fra 2 c 3. Il calcolo pcralti'o n’ è facile , c limitan» 
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dolo a selle cifre decimali si olliene 2,yi828i8. Queslo nu- 
mero si presenta spessissimo nell’ analisi , e i geometri b 
esprimono con la Icllera e. 

Risulta dunque da ciò che precede che il limile delFcspres- 

1 

sionc (i + »)* , rispetto di « convergente verso lo zero, sia 
il numero e. Ora è facile il dimostrare che questa proposi- 
zione si verifica pure quando » è quantità negativa , ed il 
suo valore assoluto avvicinasi di più in più allo zero. Difatli 
supponendo 


sarà e una quantità positiva che convergerà verso lo zero 
con IX ; e siccome cavando da questa equazione il valore di x 
si olliene 


» . j. I *-t- f 

»s= , e quindi -= = 

«-*- X * a * 

cosi avremo 



t I 1 

(i-x) ‘=(i + 0(* + 0‘. 

Ma per esser e positivo e convergente verso lo zero, il limite 
del fattore i -|- e ò ad evidenza 1’ unità , e quello del fatture 


si è trovato esser e ; dunque e sarà pure {*) il li- 


(*) Giovi osservare una volta per tulle che quando due quantità con- 
vergono indefinitamente verso due altre , anche la somma , la differen- 
za , il prodotto , il quoziente delle due prime convergerà indennitamenle 
verso la somma, la differenza , il prodotto , il quoziente delle seconde; 
e per rispetto di una sola quantità che converge verso un' altra, anche 
una potenza qualunque della prima convergerà verso la stessa potenza 
della seconda , il logaritmo , il seno , il coseno , ec. della prima con- 
vergerà verso il logaritmo , il seno , il coseno , ee. della seconda. Ciò 
torna lo stesso che dire , per esempio , che il limite del prodotto , o 
del quoziente di due quantità variabili non i diverso dal prodotto o 
dal quoziente dei limiti rispettivi ; il limite del logaritmo di tma quan- 
tità variabile non differisce dal logaritmo del limite verso cut essa 
qttantità converge , ec. 

Quindi sarebbe un erroro il pretendere , per esempio , che siccome 
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mite del prodotto ( i +e)(i -f-£)* rispetto di s, non che di 

1 

(i — ») * rispetto di «. 

17 . Ciò posto, ritorniamo alla equazione del n." i5 
( I +«)”*= I +/5 > 

c prendendo i logaritmi dei due membri in un sistema qua* 
lunque , avremo 

+*)=log(i +/3), e quindi 

log( I -H» ) 

Da un’altra parie, essendo che « c /3 convergono ad un 
tempo verso lo zero , e quanto più vi si avvicinano tanto 

I I 


maggiormente i valori dell’ espressioni ( 1 +»)*, (i + /3)* 
si avvicinano al numero e, ne avverrà che ancora i loga- 


ritmi di tali espressioni, o che torna lo stesso, ^ log { i ) 

ed ^ log(i +/3) si accosteranno tanto maggiormente a loge, 
e quindi fra loro ; per modo che l’ equazione 
Ilog(i + «)=llog(i-l-/3),overo 


sarà nel limite esattamente vera. Dunque per effetto di que- 


ràpetlo di • convergente verso sero il limite di i-{-« è l’unità , cosi 

del pari la potenza del grado ^ , o che torna lo stesso, la radice «esima 

di 1 dovesse convergere verso la radice aesitna dell’ unità , che punto 
non differisce dalla stessa unità : poiché variando » e quindi 
varia altresì di natura 1’ operazione cui questa quantità è assoggcttita , 
essendo una estrazione di radice di grado differente. Ora ciò non avve- 
niva negli esempi recati di sopra , dove al mutar che facea di valore 
la variabile , punto non variavano le operazioni costituenti la funzione ; 
e solo per tal sorta di funzione di una quantità variabile si può affer- 
mare , ehe il limite di essa funzione pareggia una identica funzione del 
limite della quantità variabile : cioccnè si potrebbe esprimere analitica- 
mente scrivendo litri, f {K)=f.lim. {F) , essendo f' la quantità varia- 
bile dipendente da un’ altra « che converge verso «ero. 
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sta equazione e della precedente avremo ^ = m -, e cosi per 

riguardo alla funzione y—x^ avremo finalmente il coefll- 
dente differenziale 

^ ed il 

dx * 

Poliamo dunque conchiuderc che il differenziale della va- 
riabile innalzata ad un qualunque esponente costante , è 
uguale al prodotto di questo esponente per la variabile 
innalzata allo stesso esponente diminuito dell unità , e 
pel differenziale della variabile. 

18. Noteremo due casi che si presentano spesso , c che 
perciò conviene tenere a mente: 

1. ” quando m = 2 la formala precedente dà 

d.Mx=d.x*=-x • , 

a a 2 ^^x 

il che vuol dire che il differenziale della radice quadrata 
della variabile uguaglia il differenziale della variabile 
diviso pel doppio della radice. 

2. ° quando m — — i la stessa formola dà 

j ^ 

’x ’ ~ X* ’ 

ciò che si potrebbe esprimere dicendo che il differenziale 
della unità divisa per la variabile, è uguale a meno il 
differenziale della variabile, diviso pel quadrato di essa . 

Differenziazione della Junzione logaritmica j = log.z. 

19. Riguardo a questa funzione la formola generale del 
n.° la ci dà 

àx ^ . X * 

X 

Aj? 

o vero, facendo per brevità — =*, 

Ay_ log(i+») 1 . 

Ax » *’ 

3 


dififerenziale </y=</.ar =mx 'dx. 
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ma snppianur dal iv® 17 clic il limite di è rappre- 

sentato da log e, dunque sarÀ 

e quindi </y=</.logar=^log e: 


eh’ è quanto dire il differenziale del logaritmo della va- 
riabile in un qualunque sistema è uguale al dtjferenziale 
della variabile, diviso per la stessa variabile, e moltipli- 
cato pel logaritmo di e nel medesimo sistema. 

20. Quindi se il logaritmo della variabile si supponga preso 
nel sistema di base e, sarà semplicemente 

«/,logar=^ , 

poiché allora log <?= 1. Questo sistema fe quello dei logaritmi 
iperbolici, o neperiani AsA nome di Neper inventore dei loga- 
ritmi , 0 che sono generalmente adoperati nell’analisi. Noi li 
dinoteremo con la semplice caratteristica / per distinguerli da 
quelli che si riferiscono ad un sistema qualunque, e che seguite- 
remo ad esprimere con la caratteristica log. Adunque il diffe- 
renziale del logaritmo neperiano della variabile eguaglia il 
differenziale aella variabile, diviso per la stessa variabile. 

DìffereiiSMÙom della Junzione esponenziale j=ra*. 


21. La formula generale del n.® 12 ci dà in questo caso 


tl. 


ar-t-A® X 
a ' —a 


Aa: 


Ax 

a — I » 

-a • 


àx 


àx 

A 


Ponghiamo Sx=* , ed a ossia a = i -|- : dovrà /3 im- 
piccolire indefìnitamente con », ed avremo 

6 X 

A . 

àx » 

Trattasi dunque di conoscere il limite verso cui tende il rap- 
porto ^ quando » e /3 convergono amendue verso lo zero. 
Ora prendendo i logaritmi dei due membri dell’ equazione 
a = I -f /3 , abbiamo 

«logo=:log(z -f-/ 3 ) , e quindi ^logaa== ^°^^*~^^^ ; 

P P 
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ma nel n.® 17 si è veduto essere loge il limile di ^ , 

dunque loge sarà pure il limite di ^loga, e‘ quello di ^ 
sarà in conseguenza ^^osi dunque avremo 

du Iosa X . X Iosa x . 

■^=r^a , e d.a ax. 

ax log e log 0 


22. Supponendo neperiani i due logaritmi di « e di c , 
quest’ ultimo diviene uguale all' unità , e quindi si ha più 
semplicemente 

d.a —la. a dx. 

Adunque il differenziale di una qmhicoglia quantità 
esponenziale uguaglia il prodotto di essa pel logaritmo 
neperiano della base, e pel differenziale aelt' esponente. 

Più semplicemente ancora, quando asse, essendo /e=i, 
si ha 

rf.e®=flVar; 

eh’ è quanto dire : il differenziale della esponenziale avente 
per base il numero e, uguaglia il prodotto della stessa 
esponenziale pel differenziale deli e^'pouenle. 

È cosa notabilissima che la funzione e^ si riproduce per 
elfetto della differenziazione , non essendo diversa questa fun- 
zione dal suo coefficiente differenziale , o funzione derivata. 
Del resto , faremo vedere nel n.° 35 che il differenziale di 

X 

a si può desumere immediatamente da quello di Ioga:. 


Differenziazione delle ftinzloni trigonometriche 
j = aen x ed j=- eoe x. 


23. Per la funzione 


y=sen jr 

abbiamo dalia consueta formola generale 


àg sen(«-|- Ajr) — sena? 

Ax Ax 
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o vero , mcdianlc la nota formula trigonometrica 


sena — senA=2 sen 


a — 6 


cos ■ 


A 


— = — - — cos(ar + |Aar). 

A® ìa® V ' » / 

Ora per riguardo al fattore cos(a + |Aar), è evidente che il 
limile verso cui tende a misura che Ax avvicinasi allo zero 


è cosar. Rispetto del fattore 


sen JA® 

' -sA® ■ 


, che possiamo esprime- 


re con facendo per poco iAar=», osserveremo che ogni 
arco minore del quadrante essendo minore dalla sua tangcn- 

sarà sempre 


scn A 


A 

sen » sen » 

, e os- 


tan ; 


scn A 


te e maggiore del suo seno , il rapporto 

compreso , mentre » impiccolisce, fra i due 

sia r unità ; ma il primo di questi due , essendo eguale a 
COSA, ha per suo limite il secondo cioè l’unità, dunque con 

più ragione il limite di , o vero di — ; sarà 1 uni- 

. . * ■ 
là , e quindi avremo 

^=cosx, e dy ossia d.sea x=dxcosx (*). 

Nel modo stesso , ponendo 

y=coax , 

si ottiene 

Ay cos(®-|-A®) — cos® sen 1 A® 

A® A® i A® 

in virtù della nota formula trigonometrica 


scn (t - f- 1 Aar) 


- a — à 

COS a — cos o= — 2 sen sen — ■ — 


(*) Si ò scritto per semplicità dx cos ® in vece di cos x.dx avvertendo 
una volta per tutte , che quando al segno d della diiferenziazione non 
segue un punto o una parentesi , il medesimo si rapporta alla semplice 
variahile u non a tutta la funzione cho gli viene appresso. 
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ma il limite del fattore — — si ò veduto essere T unità , 

c d’altra parte quello del t’allore sen(a: + YAa’) fc aperta- 
mente sen X ; dunque nel limite avremo 

— sena?, e quindi di/ ossia d.cosx= — </rsen x. 

Pertanto la funzione derivata del seno è il coseno, e la 
funzione derivala del coseno è meno il seno; o in altri ter- 
mini : il differenziale del seno è uguale al differenziale 
dell' arco , molliplicalo pel coseno; e il differenziale del 
coseno è uguale a meno il differenziale dell' arco , mol- 
iiplicalo pel seno. 

III. Differenziazione delle funzioni composte, 
ossia funzioni di funzioni di una sola variabile. 


24.. IjC funzioni finora differenziale debbono riguardjysi come 
gli elementi semplici nei quali si risolvono tutte 1 ’ espressioni 
dell’ Analisi , almeno quando non si considera la parte di que- 
sta scienza che appartiene al calcolo integrale, uifatti , ogni 
formola è composta da quelle funzioni combinate fra loro sia 
con i segni che indicano le operazioni ordinarie dell’algebra, 
sia con l’uso delle carattenstiebe log., sen., cos., clic si 
possono riguardare come esprimenti altre operazioni più com- 
poste , e la cui esecuzione si 6 facilitata mediante la costru- 
zione delle tavole. La ricerca diretta dei differenziali delle tre 

funzioni a:”*, Ioga?, e sena? dovea essere la prima : c la diffe- 
renziazione dell’altre due o* , cosa?, che pure abbiamo effet- 
tuata con procedimenti particolari si può ridurre, come a suo 
luogo vedremo , a quella prima ricerca. Ma riguardo a tutte 
le altre funzioni più composte, vi ha regole facili con clic la 
ricerca dei loro differenziali si riduce a trovare il differenziale 
di una funzione più semplice contenuta nella prima. Con l’ uso 
di tali regole si arriva progressivamente agli ultimi elementi 
nei quali fa funzione proposta si può decomporre, e che si 
trovano esser sempre (tranne alcune espressioni di cui sarà pa- 
rola nel calcolo integrale) le funzioni semplici che han formato 
il soggetto dell’articolo precedente. Per lo che sapendo differen- 
ziare queste funzioni, si sapranno differenziare tutte le altre. 


« 
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Per far conoscere le regole di che inlcndiamo parlare, sia 
in primo luogo 

y=fip), 

c dinoli V una qualsivoglia funzione di x. 

Traltusi di otlencrc il dilTerenziale della variabile y, che in 
questo caso è una funzione di funzione della vanal)ilc in- 
dipendenlc x , senza esprimere y immediatamente in x\ ch’ò 
quanto dire, si cerca il cambiamento infinitesimo che subisca 
y , quando x riceve 1’ aumento dx parimente infinitesimo. 

Facendo sempre capo dai principio stabilito nel n.° 12 , 
ed esprimendo con Av il cambiamento della funzione v, cor- 
rispondente all’ aumento Ax di x , sarà 

/(p) 

Aa; Ajr ’ 

formola che possiamo anche scrivere così : , 

_ /( p + Ap ) — /(p) ^ 

Ax àv Af 


Supponendo ora che Ax si avvicini indefinitamente a zero, o 
che torna Io stesso, passando ai limiti, quello di — sarà (8) 

e quello di sarà Avremo dunque 

( nota del n.° 16 ) 


dy dy dv 

dx dv dx* 


e quindi dy=. 


dv dx 


cioè a dire che il richiesto coelficiente dlfTcrenziale ^ si ot- 

dx 

tiene, prendendo quello indicato da come se v fosse una 


variabile indipendente, e moltiplicandolo per l'altro indicato 
da che è il coellicicnle differenziale della funzione v preso 

dx 


per rispetto della variabile indipendente x. 

In sostanza, il coefficiente differenziale di una funzione 
di funzione, si ottiene moltiplicando un per t altro i coeffi- 
cienti differenziali di queste funzioni , riferite ciascuna 
alla sua variabile immediata. 
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dv 


Giova osservare che essendo (q) — (/x=da , l’ equazione 


dy = ~^dx equivale 


air altra dy = dv , che avreb- 
be luogo quando v fosse la variabile indipendente. 

Supponendo per esempio y=v^, e richiamando la formola 


o la regola del n.* 17 


- m m- 

sara d,v —mv 


dv, qualunque 


.... dy dp dv , 
qumd. d,j=- 


funzione di x possa essere v. 

25 . Se si avesse y—f[p) , dove p fosse funzione di v , 
e » di a: ; potendosi riguardare p come una funzione di x, 
sarebbe da prima , in virtù della regola precedente , 

dx dp dx’ 

Ria essendo realmente p funzione di o , c funzione di x, 
si ha pure , per la stessa regola , 

dp dp dv ^ ' ■ 

dx dv dx * 

dunque sostituendo avremo 

dy dy dp dv 

dx dp dv dx^ 

E COSI appresso. 

26- Sia in secondo luogo 

y=/(«>») . 

dove » e dinotino due variabili che sono ancor esse fun- 
zioni della variabile indipendente ar; e si cerchi pure il coef- 
ficiente diflerenziale ^ , senza prima ridurre y in funzione 

immediata di a*. 

Osserviamo che la differenza 

Ay ossia /(« + + — f{'U,v) 
della funzione proposta, è identicamente uguale a 

/(«-f- »)-/(«, o)+/(m-|- Am, ; 
onde 

/(ih-Ah,p) 

IkX Ax àx 

Ora per riguardo al limile verso cui tende questa espressione 
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a uxisura che Aar avvicinasi a zero , quello del primo lor- 
mine, in virlìi del numero precedente , . Il limilo poi 

au dx * 

del secondo termine , se Au fosse costante, sarebbe 


d.f(u-\-^u.r>) dv 
(tv dx ’ 

por lo stesso n.“ precedente ; ma siccome Au sparisce insie- 
me eoa ilx , polrem dire che sia 


d./(u.v) dv . du dv 


Avremo dunque dcfìnilivamente 


di/ dy du dy dv 

dx du dx'dv dx * 




dal che si fa palese che il coeOìciente differenziale si ottiene 
unendo insieme quello che nasce considerando u come va* 
riabile c v come costante, c quello che si hp considerando 
per contrario v come variabile ed u come costante. 

27. Parimente , se si avesse 

y=f{l,u,v), 


c le variabili i,u,v fossero tulle funzioni della variabile in- 
dipcndenlc x, osservando che la differenza Ay ossia 

f{t+ Af,u + Au,v + Av ) —fi i,u,v ) 
si può scrivere sotto la forma 
/(/-f- A/, u, t7)—/(/,u,r)+/(/+A/,u+Au, »)-/(/-+- A/, u,p) 

. +/(^+A/,u+Au,«-|-A(;)— /(/+A/,tt+Au,t;) , 

si troverebbe facilmente 


% ^ * 

dx dt dx du dx dv dx' 


e quindi 

, /du di , dy du , dy dv\ , 

E nulla impedendo di proseguire allo stesso modo, qualun- 
que si fosse il numero delle funzioni dipendenti dalla varia- 
bile X , ne dedurremo generalmente che il differenziale o 
il coejficienie differenziale di una funzione di wia va- 
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riabile , tUpendenle da altre funzioni della stessa varia* 
bile , è uguale alla somma dei differenziali o dei coef- 
f denti differenziali che si ottengono, supponendo variaùi* 
le una sola di quest altre funzioni per volta. 


Applicazione dulie regole precedenti. 


28. Le sole regole finora esposto, insieme coi risnl lamenti 
ottenuti nell’ articolo II, bastano a darci il difTcrcnziale di 
qualunque espressione analitica , la quale non sia di com- 
^tcnza del calcolo integrale. 

Quando una funzione nasce dal combinare un* altra fua* 
zione cd una costante per via di somma , di sottrazione , o 
di moltiplicazione , la sola definizione del differenziale basta 
ad indicare il risultamento. Quindi supjmncndo 


y=a-jrv, sarà tosto 

dy = dv. 

y=a — V, 

dy— — dof 

y=av, 

dyt=tado.. 

Al che possiamo aggiungere 


II 

dy=mv* ^ do , 


conforme fu dichiarato nel n.“ 24.. 

20. Quiindo la funzione risulta da più altre funzioni unite 
fra loro , o moltiplicate o divìse le une per le altre , se ne 
ottiene il differenziale con la regola del n.® 27, per modo che 
y=uzìzv ci darà dg==duz^do, 
y=.uo fly = vdu-\-uHo, 

y =luv dg=uvdt -f- vtdu + tudv, 




udv vclii udv 

V* c* 


I Ire primi risultamcnti derivano con tale faci Uà da quella 
regola combinata col numero precctlcnle , che non abbiso- 
gnano di alcuna dichiarazione. E circa il quarto , per mcl* ' 
terc chiunque in istato di darne ragione con lo stesso mezzo, 


basta osservare che la funzione ^ si può scrivere sotto la 


forma » — y e che ( n.® 24. } 
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il oh« nel tempo stesso ci mostra potersi applicare ad una 
funzione qualunque ciò elio fu asserito nel n.* x8 , à." , ri- 
guardo alla semplice variabile indipendente. 

Se nei recali differenziali si volesse esprimere dy mediante 
il differenziale dx della variabile indipendente , basterebbe 

rimpiazzare di , du , dv con ^ ^ ^ 

Per facilitare intanto agli allievi la pratica indisjiensabile 
della differenziazione , sarà bene che i risullamenti di que- 
sto numero e del precedente sicno voltali io regole, che bi- 
sogna mandare a memoria. Queste regolo sono : 

il differenziale della somma algebrica di più funzioni 
e uguale alla somma algebrica dei loro differenziali 
rispettivi; 

il differenziale del prodolto di una quantità costante 
per una funzione uguaglia il prodotto di tal quantità 
pel differenziale della funzione ; 

il (tfferenziale del prodotto di due funzioni si ottiene 
moltiplicando ciascuna pel differenziale dell' altra , ed 
unendo insieme i due risultati ; e generalmente , il diffe~ 
renziale del prodotto di quante si vogliano funzioni , è 
rappresentato dalla somma algebrica dei prodotti, che 
nascono moltiplicando il differenziale di ciascheduna 
per tutte le altre; 

il differenziale del quoziente di due funzioni, o vero 
di una funzione fratta è uguale al denominatore molli- 
plieato pel differenziale del numeratore, meno il nume- 
ratore moltiplicalo pel differenziale del denominatore, 
tutto diviso pel quadrato del denominatore,. 

3o. Passiamo adesso a considerare le più semplici combi- 
nazioni che nascer possono dalle funzioni logaritmiche, espo- 
nenziali , e trigonometriche o circolari : le quali i geometri 
con nome comune chiamano funzioni trascendenti {*). 


(•) Le delle fiiniioni non sono che le più semplici delle funzioni 
trascendenti , poirhò , a non escluderne alcuna , contien riflettere che 
lina quantità si dice funzione trascendente per rapporto ad una o più 
altre da cui dipende , quando il valor dell» prima non si può desu- 
mere da quelli delle seconde se non mcdìanle un numero influito di 
individualo operazioni algebraiche , sotto il qual nome bisogna com- 
prendere nou solo r addizione , la sottrazione , la moltiplicazione , e la 
divisione , ma ancora . l' elevazione a potenze , c l’ estrazione di radici , 
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Il procedimento a seguire nella ricerca dei (lifTorciuiali 
delle nuove funzioni , che sono rcfrclto di tuli conibiiiuzioni, 
consiste sempre iq porre questo funzioni sotto forme simili a 
quelle delle funzioni generali contemplate nei numeri 24. e 
seguenti ; ch’ò quanto dire in distinguere- le quantità che si 
riguarderanno come funzioni le unc delle altro , sino a che 
si pervenga alle funzioni le più semplici , e i cui dilTercn- 
uali furono trovati direttamente. 

Sia per primo esempio 

y = /(/x). 

Questa formola diviene 

y =.h t supponendo vs= fx -, 
dunque in virtù del n.° 20 

dy I dy 

dv V * dx X ’ 

0 quindi in virtq del. n.° zi 

dy I I , dx 

dx VX xlx ’ d 2-/x' 

3 i. Sia ora 

s* 

y — a . 

Questa formola equivale ad 

y = cl’ ^ facendo v — 


d! grado però individuato ; dì (al chq , per esempio , a dee riguar- 
darsi funsione algebrica rispetto di q , quando a è iudeterminala c b 

determinata , nel qual caso si preferisce scriverla sotto la fonna x ; 
e devesi avere per funzione trascendente di b , allorché b c indeter- 
minata , comunque a fosse determinala , nel qiial caso è costume jiorla 

sotto la forma a^. Di fatti, nel primo caso il valore di x dipendo da 
quelli di X e d per virtù di una sola e determinata operazione alge- 
brica , qual si è l’ iuualiamcnlo di » alla potenza del grado determi- 
nalo b ; mentre nel caso di le operazioni algebraiche ad elTclluarsi 

sopra di a ed X per aver il valore di a , sono iuCnilc di numero: 
stante che in seguilo si dimostrerà essere 

o* = 1 -t- x/a -f-— ( /o )* -i- fi ( /u )* -t- oc. 

SL - 8*9 
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quindi pel n.* 22 avremo 
ed in conseguenza, pel n.” 24, 


V dv 
9 




^=/«.M.oV=/rt./( 5 .a*V, dy=ìa.lb./h'‘dx, 

32 . Sia ancora 

« 

y— M , 

dove w c V diuolano funzioni qualunque della variabile in- 
dipendente sr. Applicando la regola del n.° 26 , cioè a diro 
dilrcrcnziando successivamente per rapporto ad u sola, c per 
rapporto a v sola , si avrà 



> (2-Ì) 



( 22 ). 


Quindi unendo insieme ( a tenore del citato numero ) i due 
risnitamculi moltiplicati pe’ rispettivi diilerenziali du c dv ^ 
avremo 

dy = u^^du -{• lu.dv^i 

il che , osservando che il fatture contenuto nella parentesi h 

il differenziale di vlu ossia di l>u , si può esprimere in 
astratto dicendo che il dijffercnziale di una esponenziale 
a base variabile uguaglia il prodolio di essa esponenziale 
pel differenziale del suo logaritmo neperiano. 

33. Sia fioaUncntc 

y = sen {x + 

dove ir esprime la semicirconferenza del cerchio di raggio i. 


dv 


Ponendo v = x+ - , avremo 
a 

y = sen o , ^ = cos w ( n.® 23 ) , e ^ =s i; 
dal che si deduce (n.® 24 ) 

~ = cos seax , e dy^ — dx sen z. 
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Ma d’altra parie abbiamo sen cosa?, dunque ri- 

cadiamo sulla formola già dimostrata ( n.° aS ) 
rf. cos ar = — <ir sen x. 


Dai noti diflereuziali di sena:, e di cosar è poi facile a 
dedurre per 


y stanar 


»en X 
cosx ’ 




colar s 


COS X 

seux ’ 


~dy = = dx sec* ar , 

^ CO«» X ’ 

dy — = — dx cosce* Xt 

sen» X 


yssecars^, dy = 


rz > 


dxsenx 


' y =:cosecar: 


COS* X 
dxeoa X 


Ben X 


soli» X 


= dx tan ar . sec ar, 

- </ar col ar . cosec ar , 


y s sai.T.ars I — cosar, dy = — d. cosx = dxsenx. 

La tangente e la cotangente essendo ovvie a presentarsi 
nelle applicazioni , gioverà tenere a mente le regole della 
loro dilfcrcnziazionc , che possono enunziarsi cosi : 

i7 differenziale della iamenie Irigonometrica di un 
arco SI ottiene dividendo il differenziale dell' arco pel 
quadrato del coseno , o pure moltiplicando il differen- 
ziale deli arco pel quadrato della secante ; 

il dfferefiziale della cotamenie di un arco si ottiene 
dividendo il differenziale deli arco pel quadrato del seno, 
o pure moltiplicandolo pel quadrato della cosecante , ed 
in amendue i casi cambiando il seyno del risultato. 

Per riguardo poi a tulle le funzioni circolari dell’ arco a; 
è da notare, che se il raggio della circonferenza di cui l’arco 
b parto , in luogo di essere l' unità fosse una retta qualun- 
que a , sarebbe facile moditìcare le ritrovate espressioni dei 
loro differenziali, senza intraprenderne da eapo il calcolo a 
tenore della nuova ipotesi : c ciò mediante il principio della 
omogeneità mentovato nel n.° ii. Difatti essendo dx e dy 

J uantità di primo grado , o vero di una dimensione al pari 
i a , sen x , cosx f tan a? , col x , ec. c manifesto che per 

y = sen ar, dovrà essere, dy = , 


ya= cosx. 


, dXBCttX 

dy— — -, 


Digitized by Google 



a'dx (fx »cc* X 



( 3« ) 

y = tan a: , 

, a'dx (fx »cc* X 

dij = =; , 

y = col a: , 

, a*dx </xcosec*x 

du != — = — : 

siai» X a* 

ec. 

ec. 


forinole che si voltano nelle precedenti quando si suppone 
a= i. 

Si può anche notare che il diflerenziale del seno di un 
angolo è positivo o negativo secondo che l' angolo è acuto 
0 pure ottuso , mentre il difTerenziale del coseno c sempre 
negativo. Ma il diffurcnziale della tangente di un angolo od 
arco qualunque c sempre positivo^ e quello della cotangente 
è sempre negativo. 

34> Finalmente , ritornando alla ipotesi del raggio i , e 
supponendo 


y s= / seu ar, si 

ha dy 

é. scn X 

dx cos X 

dx 

seti ^ 

SCI! X 

lana? ’ 

y = l cos X, 


d. cos 

dxseax 

— 

COSf 

eosx 

col i ’ 

4i ’ / lAfI .3** 


d. lan X dx dx 


lanx 

cosSi.lani 

scn^.cosx ’ 

y = / cot ar, 

dy 

(/.col X 

_ 

dx - 

eoli 

sen*i.coti 

eea f.cosx 


35. I geometri chiamano funzione inversa della funzione 
f(p) la funzione di u, che si ottiene risolvendo per rapporto 
.ari’ equazione u = f(v). Cosi per esempio la funzione 
arc.sen:? è la inversa (Iella funzione sen :r. Ora perchè si 
comprenda che dal noto differenziale di una funzione di x 
si possa facilmente dedurre quello della funzione inversa , 
faremo prima osservare che quando due funzioni f(x) , F (x) 
sono tra esse uguali t eia per tulli i valori di x, sia 
fra certi limili di questa variabile , anche le loro fun- 
zioni derivate , e quindi i loro differenziali saranno tra 
loro eguali nei medesimi limiti ; poiché le due equazioni 

f{x) = F{x ) ,/( ar + Ar ) = /’( a; + duzr ) 
danno immediatamente l’altra 

^ /( g + Ag ) —f(pi) F{x-^tif) — F{x) 

Ai Ajf * 
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da cui risulta , passando al limile , . : . 

f {x) = P (x ) , e quindi d.f{x) = d. F(x). 

E vuoisi nolnre che ciò si verifica pure quando le funzioni 
J'(x) ed F(x) , in luogo di essere uguali , dilTeriscono per 
una quantità costante C. 

Ciò posto , supponghiamo 


y = arc.sen x , 

c proponghiamoci di trovare il differenziale d>/. Passando 
dalla proposta equazione alla equivalente 

x = seny, 

potremo in -.questa considerare la y come una funzione di x, 
c quindi eguagliar fra loro, per la premessa osservazione, i 
cocilicienli differenziali dei due membri. Pertanto in virtù 


del n.° 2 ? avremo 
da cui si desumo 

dg ^ I 

~dx 


cosy 


dy 


I • > dx 

e quindi dy ■=■ 


I X* * 1/ 1 X* 

Similmente operando sullo altre lineo trigonometriche , si 
ottiene 

dx j dx 

y a.arc.sen.v.ar = 


r/.arc.ci^ar = — 


ef.arc.tan x -- 


dx 


l/i—x* J/z* — «» 

dx , , dx 

y a.arc.cotar=i — 


n-«* ^ 


, <f.arc.coseca? = - 


dx 


</.arc.sec^= 

a\/ X» — ^ ai/ X' — X 

In tutte queste formole il raggio del cerchio ò 1’ unità ; 
quindi nella ipotesi che il raggio fosse a , le medesime si 
cambieranno facilmente , mediante il principio della omoge- 
neità , nelle altre 


cf.arc.scn x = - 


adx 


r/.arc.scn.v.ar = 


|/fl* — ar* 
adx 


flf.arc.cos a: ! 


adx 


{/a* — X* 


1 / %ax — X* 


, af.nrc.ton x = — ^ 


a'dx 


cc. 


ee. 
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Ma ner la diflercnziazione dell’arco in funzione del scno^ 
o del coseno , o della tiinsonte, clic occorre più spesso nelle 
applicazioni , e clic perciò esprimeremo (ju\ appresso con 
regole astraile , seguiremo l’ ipotesi ordinaria del raggio i : 
il differenziale dell' arco in funzione del seno si ot- 
tiene dividendo il differenzialo del seno pel coseno ; 

il differenziale delC arco in funzione ael coseno si ha 
dividendo il differenziale del coseno pel seno, e cam- 
biando il segno del risultalo; 

il differenziale dell arco in funzione della tangente 
si ottiene dividendo il differenziale della tangente pel 
quadrato della secante. 

Altronde queste regole inverse poteansi dedurre immedia* 
tamenle dalle dirette , espresse nei n.‘ 23 c 33 . 

36 . La considerazione delle funzioni inverse polrehbc an* 

che servire a far dipendere il dificrenzialc di o* da quello 
di log a:, come lo annunziammo nel n.” 22. Difatli Tequazione 


y = dà subito logy = a?logo, 

c per ciò , considerando y come funzione ili x, c passando 

ai cocUicicnti differenziali , sarà (24) 

log« dy . . i. > loca , Iosa 

-- 2 - rsloga, c quindi dy = -r^ydx—-f^a dxi 
y dx DII j loge'^ log# 

conforme si trovò nel citato n.“ 22. 

37. Quanto ni differenziali delle funzioni più composte di 
quelle finora considerale , si dee farne la ricerca mediante 
ciò che si disse nel n.” 3o. 

Sia per esempio 

y = {ax^ + òf. 

Questa funzione si decomporrà come appresso : 

y = tt" , « = 00 + à , o = ar”. (A) 

Applicando le regole precedenti (n.‘ 24 e 28), avremo 


r/y = nw" * du , du = adv , dv = mx”‘ ‘ dx ; 

e sostituendo l’ espressione di dv in quella di du , c ciò che 
trovasi |)cr du nell’ espressione di dy , risulta 

au=a,mx ax , c ay=snu .amx dx. 
SosIìIucimìo poi di nuovo in quest’ uldma per u la sua espre»* 
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sione la 0 , e nel risultato scrivendo per t> la sua esprcssio 
ne in x , viene fìnalmcntc 


dy=n{at-\‘b') ^ .amx 


dr=mnax 


m . , M — I 


dx(ax -jrb) 

Ma la pratica del calcolo mostrerà bentosto che l'equa'* 
sioni (A) non sono punto necessarie > e che si può iinme< 
diataniente operare sulle quantità contenute nella funzione 
proposta. Quindi si differenzierà da principio per rapporto 

ad ax* à , il che darà 


dy. 


n(ax’^'^&f '.d{ax"-^ò). 


Indi per comporre il dlfTercnziale d{ax -|-à), si opererà 
per rapporto ad ar*" , ciò che darà 

d{ aaT + à ) = «.</( a:” ). 

£ finalmente sarà 

t/ ( a:”* ) = miT ^dx t 

dopo di che la sostituzione successiva di questi valori darà 
l’espressione di dy. 

Sia pure 

y- 


isen ■ 


ax 


1 / 1 — a*x* . * 

Per seguire lo spirito delle regole enunziatc fa mestieri 
supporre 

• ì •• 

r/sssen/, , « = Vp , i — a*x ‘ , 

ciò che decompone la funzione proposta nelle funzioni sen^* 
plici che vi sono contenute , e i cui differenziali sono im- 
mediatamente cogniti. In tal mudo si ha " 

di/=dlc(^l, a* . 2Xdx, 


tt* 


a|/p 


e quindi sostituendo con ordine retrogrado 

adx , adx 

7 >dy=- 






(i— a*x*)* 


(i — a’x*) 


ax 

COS — — 

i f/i — n»x» 


Ma senza far uso dell’ equazidfff precedenti , si può ope* 
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mre direKanienle sulle funzioni comprese nella espressione 
proposta. Cosi differenziando prima rispetto di 

si ha 

rfy— \ . cos - 

\|/ 1 — a*x*/ |/ 1 — a*x* 

ox 

Considerando posi'ia — come una frazione della 
forma - , si trova 

V 

I — a'x*/ 

Indi si osserva che 


J/ 1 — a»*» 


i — a'x*.adx — ax.dl/ 1' — a*x" 


I — a*x* 


, — rf(i — a*x*) 

d\fi — a*x' = — ; , 

al/i--a*x* 

e finalmente si ha 

d( I — ) = — a*,2sdx. 

Per io che; sostituendo cieiscuna di queste espressioni nella 
precedente , avremo 


d\/i — o^= — 


e da nltimo 




tt'xdx 
\/ 1 — a*x* 

adx 




t( 

V|/i— o*x*/ 


adx 


■ r » 

(i— a*x*)* 


pCOS - 

(i — a*x*)* ^ * ~ “**■ 


ax 


1 recali esranpì ci sembrano bastevoli a mostrare P anda- 
mento dell’ operazione di cui si tratta ) te quale con un uso 
frequenle divtcn poi facilissima. 


Differenziazione delle funzioni 
di più variabili indipenfimti. 

38. Ritornando alle nozioni presentate nel n.” 3 , suppon- 
gliiamo che si abbia una sola equazione tra più variabili: tutti 
i valori di queste sono allora arbitrari , ati eccezione di ua 
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solo ; e perciò la variabile il cui valore si suppone delcrmi- 
nalo per virtù della equazione , dopo aver lìssati arbitraria- 
mente i valori di tutte le altre, è funzione di queste altre, 
che sono le* variabili indipendenti. Questa relazione si espri- 
me scrivendo 

) 

quando u , v , x ,y dinotano le variabili indipendenti, 

c z la variabile che è funzione di esse. E mestieri dunque 
immaginare che a ciascuna delle variabili u ,v , x ,y . 
siano attribuiti tutti i valori compresi tra — oo e + <% , u 
figurarsi la successione dei valori corrispondenti che assu- 
merà la funzione z. 

3p. Quando le variabili indipendenti sono due sole , c si 
ha m conseguenza 

*==/C^>y ), 

la geometria offre pure il mezzo di rappresentare io una^ 
maniera sensibile la successione dei valori della funzione z. 

Difatti concepiamo nello spazio tre assi perpendicolari fra 
loro in un punto 0 {Jìg. a) c costituenti un angolo solido. 
Si potranno riguardare le variabili iudipendenti x cAy come 
due ascisse i cui valori arbitrari sono portali in Op cd Oq 
su due di tali assi , e z come un’ ordinata il cui valore , 
determinato per la equazione H=f{x,y), è portato in 
Or sul terzo asse. I valori attribuiti ad x cAy determinano 
un punto m situato nel piano delle xy , cd innalzando dal 
punto m la perpendicolare al piano, eia cui lunghezza m3I 
sia eguale ad Ur , la posizione del punto M sarà tale che 
avrebbe per rispettive proiezioni sugli assi i punii p,q,r ; 
0 vero cne sarebbe la comune intersezione di tre piani, con- 
dotti per ciascuno di questi punti parallelamente al piano 
degli assi ove trovansi gli altri due. Allrìlitieiido cosi ud x 
cd y tutti i valori possibili da — oc a > il punto tu 
prenderà tutte le possibili posizioni nel piano indefinito delle 
xy , e ì valori di z determineranno le posizioni corrispon- 
denti dei punto M, e l’insieme di queste costituirà una su- 
perfìcie, la cui Ggura farà giudicare della natura della fun- 
zione z=f( X ,y) , e del progressivo andamento dei suoi 
valori. 

Quando il numero delle variabili indipendenti è maggiore 
(fi due, non è più possibile di ritrovare al modo slesso nel!* 
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^mclria una iinaiagine sensibile della natura c delle prò- 
jirielà della funzione. Diverse ricerche di fìsica danno luogo 
a considerare Ire, ed anche quattro variabili indipendenti ; 
jna quando il nuineco di queste variabili è più considere- 
vole , le quistioni non appartengono che all’ analisi , di cui 
nulla potrebbe restringere la generalità , e che abbraccia 
tulle le combinazioni che può esigere la considerazione delle 
grandezze. 

4o* I<a differenziazione delle funzioni di più variabili in- 
dipendenti deriva pure dalle nozioni esposte negli articoli 
precedenti. Ciascuna variabile indipendente «,c,ar,y,. . . è 
supposta crescere progressivamente ]>er differenze infìnilamcn- 
te piccole du ,do,dx,dtj^... ognuna delle quali conserva 
un valor costante , senza però aver fra loro rapporti deter- 
minati ; e la variabile z , funzione A\ u , x ,y . varia 
in conseguenza della quantità parimente infìnit(»ima dz, il 
cui valore si ottiene sempre , mediante la considerazione del 
limite del rapporto fra i cambiamenti della funzione e di 
ciascuna variabile indipendente. . 

Sia la funzione 


supponendo che x cA y crescano rispetfì vomente delle quan- 
tità qualunque e Ay, il cambiamento corrispondente Az 
della funzione si potrà decomporre in due parli , una prov- 
vcnicnle dal cambiamento della sola x , Tallra da quello 
della sóla y ; infatti si può scrivere 

+ [/( a: + Aa: , y + ) — /( ar-f Ax , y ) ] , 

o che torna lo stesso 


-Ora se ammettiamo che Aa; c Ay si avvicinino indefìnita- 
menle a zero , il rapporto 


• àx 


avrà per limite, (ari. 1), 


d f(x.y) . 
dx ’ 


od il rapporto '' — — — ^ avrà per limite 
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(n.* 26), ^ Dunque l’ espressione del richiesto dif- 
fcreoziale sarà 

dx dy ^ 

ossia , per essere z=f{ x,y ) , 

dz = ^ dx dtj . 

, dx «y 

4.»- Se la funzione proposta racchiudesse tre o più di Ire 
Variabili , le si appliclicrebbero le stesse considerazioni, per 
modo che supponendo . 

z =/( v,x,y ) , 

si ha egualmente 

dv dx dy “ 

o più semplicemente 

dz 


ì‘'-+£*+?/^= 


c cosi via via per un numero maggiore di variabili. 

Notiamo che in qucsUi c somiglianti formole, il termine 

do rappresenta quel differenziale dplla funzione proposta z, 

che si troverebbe considerando come variabile la cola » , e 
che per ciò si chiama differenziale parziale della funzione 

2, preso rapporto a v. Similmente i termini -^dx e ^^dy 

esprimono i differenziali parziali della funzione z , presi ri* 
spcttivamente per rapporto ad a? , e ad y ; ed importa os- 
servare che la somma di iuUi i differenziali parziali co- 
stituisce il differenziale totale dz. 

Le frazioni ^ ^ simboli analitici che rap- 

presentano i coelEcicnti differenziali della funzione z , presi 
riguardando come variabile la sola v , la sola x , la sola y. 
Il dz che vedesi nel numeratore rappresenta il diiferenziale 
parziale di z rapporto a t> , o pure ad a: , o pure ad y , o 
non dee confondersi col dz che si trova nel primo membrò 
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(Icir equazione , e che dinota il dUTerenzialc totale della fun- 
zione (*). 

Osserviamo che in virtù della indipendenza dei valori delle 
variabili v ,x ,y , non vi è nulla che obblighi a supporre 
che oueste debbano variare nel tempo stesso. Quegli dunque 
che dimanda il differenziale della funzione z=J'{v ,x ,y) 
dee indicare se questo differenziale debba esser totale , nel 
qual caso vicu espresso dalla formola precedente ; o pure 
se debba esser preso rispetto ad una , o ad alcune soltanto 
delle variabili : poiché allora si sopprimerebbero nella stessa 
formola i termini relativi alle variabili , che si suppongono 
rimanere nel loro stato di grandezza. 

4.2. La differenziazione delle funzioni di più variabili in- 
dipendenti , essendo ridotta per ciò che precede a dover dif- 
ferenziare più volle la funzione per rapporto ad una soia del- 
le variabili per volta , ne viene in conseguenza che le re- 
gole dichiarale nell’ articolo precedente si applicheranno sen- 
za diIBcollÀ ad ogni caso particolare. 

4-3. Quando la funzione proposta non contiene che due 
variabili indipendenti , come 

le diverse parli del differenziale totale 

hanno ciascuna un significato geometrico , del pari che la 
funzione. 

Sia f» (Jìg. 3) il punto del piano delle xy, le cui coordinate 
Op , Oq rappresentino x ,y \ e si chiami M il punto della 
superficie proiettalo in m , la cui ordinala Or esprima il va- 
lore della funzione z : gli aumenti £ix , Ay potranno essere 
indicati dalle nifi' , »ipt". Sia di più m'n' la proiezione sul 
piano delle xz della intersezione prodotta nella superficie da 
un piano condotto per M parallelamente al piano delle xz^ 
e sia parimente m''n" la proiezione sul piano delle yz della 
sezione generata nella superficie da un piano maialo per M 


(*) Da ciò è anche palese quanto impropriamente i medesimi sim- 
boli siano d’ordinario chiamali ififferenze parziali, in vece di coeffi- 
cienti differenziali parziali. 
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parallelamente al piano delle yz. È chiaro che nV dinoterà 
li camUamento che subirebbe v ordinala z, se la sola ascissa 
X crescesse di Ax ossia di mix' ; e che «"r" dinoterà il 
cambiamento che la medesima ordinata subirebbe, se l’ascis- 
sa y soltanto crescesse di o vero di mix". 11 totale cam- 
biamento poi della ordinata 2 , quello cioè che risulta dagli 
aumenti simultanei delle due asci^, vien rappresentato dal- 
la differenza tra l’ ordinata del punto M della superfìcie , 
proiettato in m, e l’ordinata del punto della superneie pro- 
iettato in n. Quando i detti aumenti si suppongono iniìni- 

tamentc piccoli , n'r' esprime la parte — dx del differenzia- 

• rfs • 

le totale , ed il coefficiente differenziale — relativo ad or è 

dx 

rappresentato dalla tangente trigonometrica dell’angolo n'm'r'. 
K parimente n"r" esprime la parte -j^dy del differenziale 

Jfz 

totale, ed il coefficiente differenziale — relativo ad y vien 

espresso dalla tangente trigonometrica dell’aiolo n"m"r". 
Ora si vede che nel caso degli aumenti inunitamente pic- 
coli , il cambiamento dell’ ordinata z , quando si passa dal 
punto proiettalo in m al punto proiettalo in n è sempre la 
somma dei cambiamenti che hanno luo^ quando si passa dal 
punto proiettato in m ai due proiettati in ix' e tx'' (*). Ma 
noi torneremo in seguito su queste considerazioni, alle quali 
sarà dalo più ampio sviluppo. 


(*) Nel caso aumenti infinitamente piccoli si puè far' conto 

che i nuovi punti della superficie , proiettati in n , i*' , n" sul piano delle 
try , si trovano lutti nel piano tangente della superficie nel punto Af, 
e che insieme con mesto punto sono i vertici del parallefogramnoo 
MM'NN" {Jig. 3 bis) prodotto nel piano tangente dai piani proiettali 
nei lati del rettangolo Ora per rapalo ad un tal parallelo- 

tpiunmo sì vede facilmente ( anche quando i lati sono di lunghezza 
finita ) che la differenza in altezza dei punti M,N estremi della diago- 
nale MN, è somma di due simili differenze, una dei punti M,M' estre- 
mi del lato parallelo al piano delle xz, e l’altra dei punti M,M" ter- 
mini del lato parallelo al piano delle yz. Difatti , supponendo menato 
per M un piano parallelo a quello delle xy , che incontri in 
le le dette oifferenze vengono espresK rispeltivamenle 

dallo NH , M'R' , IU"R". Cooducendo poscia per U“ la M"* parai- 
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y» Differenziazione ilelle funzioni impticitet 

_ 44 - Una funzione dicesi esplicita quando la sua espres- 
sione analitica ò data mediante le quantità costanti e le quan- 
tità variabili , da cui dipende il suo valore. Quindi si dice 
che la funzione i delle due variabili a? ed y è esplicita , o 

E uro che (Questa funzione è data esplicitamente ^ quando si 
a l’equcziond 

Ma se la funzione z si trova impegnata con le variabili 
X,y in una cquazinne qualunque 

F{x,y,i):=o ^ . 

che non è punto risoluta rispetto a z , questa funzione cbiat 
masi allora implicita, ed il suo valore dicesi dato impli- 
citamente: con che si vuole intendere che il valore (lei là 
funzione z , quantunque sia determinato quando siansi (is- 
sati quelli di ar cd y , pur nondimeno non è' rappreseti tatd 
da una espressione analitica formata da queste varcabili q 
da quantità costanti. Or noi prendiamo a dimostrare che la 
funzioni implicite non sono più diUidii ad esser diiferenziatq 
deir esplicite , per modo ciie possa , trovarsi l’ espressione 


tela alla |i"n, i triangoli MM'R ' , Sf"JV» saranno simili , ed avendo 
eguali i lati (come opposti dèi parallelogrammo Afltf'N/ff" ), 

sarà pure M'JV eguale ad JVv; e di più la figura M"R"R* risultan- 
do un parallelogrammo , sarà pure M'^R" eguale a vR. Ma la NA , 
come tutto, eguaglia le sue parli N'» e >Rt dunque uguaglierà «'pure 
le M'R‘ ed M"R". 

Lo stesso può dimostrarsi con due righe di analisi ; poicliò osser- 
vando che l'equazione del piano à in generale la forma . 

2 E= <KT + dy + r } 

la differenza parziale di z per rapporto ad x sola à 

fl(x-hAa?)-t-dy-+-e — (ax-f-òy-4-c)=: adx , 
come la differenza parziale relativa ad y sola è 

ax-+-d(y + ày)-+-c — (ax-|-dy-t-c) = dAy. 

Ora ò palese che la somma di queste differenze pareggia la differenza 
totale ni z , che vien espressa da 

Il ( X -t- Ax ) -t- d ( y -t- Ay ) -t- c — ( a* ày c ) , 
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del differenzialo della funzione, senza punto risolvere l’equa* 
lione in cui si trova combinata colle variabili. 

A tal Gne ritorniamo sulle nozioni presentate nel n.° 2. 
La natura di ciascuna quislione determina sempre il numero 
delle variabili , del pari che le relazioni che esistono fra 
esse , e che sono determinate per via di equazioni. Suppo* 
sto m il numero delle variabili , ed n quello dell’ equazioni, 
sarà m — n quello delle variabili indipendenti, ed n saranno 
le altre variabili subordinate o funzioni delle prime. Per tal 
modo si distinguono quelle tra le variabili che si riguar- 
dano come indipendenti dalle altre che ne sono funzioni , e 
questa distinzione sussiste in tutto il corso della operaziono 
senza verun cambiamento. 

Ciò posto, consideriamo da prima il caso piò semplice di 
ona sola variabile indipendente x e della funzione y , tra 
loro combinale mediante l’equazione 

f{x,y)~o. 

Questa equazione , dovendo sussistere sotto qualunque valore 
di or e corrispondente valore di ^ , ci dà 1 altra 

/(ar + Ax,y + Ay) = o, 

dove Ay esprime sempre il cambiamento che subisce y nel 
dare ad x v aumento A:r. Dunque sottraendo c poi dividendo 
per Ax, sarà pure 

/(a? + A.g,y-t-Ay)— /(j,y) ^ _ 

Aar 

equazione che sussisterà per qualsivoglia valore di Aa* , od 
in conseguenza anche quando si passa al limile verso cui 
tende il primo membro, allorchò Aa: si avvicina indeGnita- 
mente a zero. Or questo limite non ò che il coefRciente dif- 
ferenziale del primo membro della equazione proposta , c 
l’ espressione di esso ( per ciò che fu detto nel n.“ 26 , e 
per esser y funzione (Iella variabile indipendente ar) è nel 
caso attuale 

à-f{x,y) , d./(x,y) dy 
dx dy dx ’ 

Avremo dunque l’equazione 

d-f{x,y) d.f{x,y) 

dx dy dx ’ 
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soveale ù scrìve sntlo la forma più breve 

dx dy dx ’ 

ìmìicnndo con la semplice caralteristica J" la funzione f{x,y). 
Da essa si deduce 


dx 


£ 

dx 

£ 

dy 


per espressione del coefficiente diflcrenzialc , o funzione de- 
rivala di y : c vuoisi notare che tale espressione conterrà ia 
generale x ed y. 

La quantità ^ che il differenziale della 

df df 

funzione / ( espresso in virtù del n.® 4-o da ^ ^ ^y) 

•liviso pel fa Iter costante ; ed è chiaro che il medesimo 
dovea essere uguale a zero, poiché 1’ eqiiaziouey’(jr,y) = o 
dovendo sussistere per qualsivoglia valore di ar e corrispon- 
dente valore di y, l'espressione di un cambiamento finito 
o infinitesimo che subisce la funzione f{x,y) per virtù di 
un aumento finito o inrinitcsimo attribuito ad x, debb’ es- 
sere anche nulla (*). E generalmente l’equazione y=o. 


(*) Comunque una late asserzione sia semplice , chi provasse della 
pena a sentirne la verità c invitalo a rìflellcre , che se nell’ equazione 
f(x,y) — o si sostituisse per y il valore in x, che si trarrebbe dalla 
stessa equazione e che possiamo indicare con <f(x), il risultatoy(a^,<)>(;r)) 
sarebbe identicamente nullo ; di tal che partendo in due membri l’equa- 
zione /(tr,<f(x))~o , sarebbero essi due funzioni di x attualmente 
uguali , ed essendo eguali per ci«> (35) i loro dilTerenziali , anche 
r espressioni del differenziale e del coeDìcienle differenziale di /(x,<f{x)y 
làrrbbero identicamente nulle. Ora pel n.° 26 tali espressioni sono 




dx' 


e sì vede che esse non differiscono dalie altre 


d/j df , df dfdy 

se non perchè ad y è sostituita la funzione <f(x) ; dunque poiché quv- 


Digilized by Google 



( 43 ) 


quante volle contiene più variabili , trae sempre per conso- 
euenza l’equazione dj-=o^ ove df esprime il dilFerenziale 
oolla funzione ; e può , ad arbitrio , esser totale o parziale. 
Col differenziale totale, ossia relativo a tutte le variabili, si' 
ha il cambiamento infinitesimo che prende una variabile qua- 
lunque per effetto degli aumenti infinitamente piccoli attribuiti' 
a ciascuna delle altre ; c eoa i parziali o relativi ad alcune- 
soltanto delle variabili , si ha il cambiamento cuL va sog- 
getta una di queste variabili, quando le altre di queste me- 
desime si suppongono aumentate di quantità infinitesime.. 
E da ciò stesso rcndesi manifesto, che nel caso di una equa- 
zione fra due indeterminate, sarebbe un errore il differenziarlai 
per rapporto ad una sola , non essendo possibile che un au- 
mento infinitamente piccolo , ma arbitrario , dato ad unoi 
indeterminata non apporli cambiamento nell’ altra. 

45. Consideriamo adesso il caso di più variabili iodipenr 
denti , e supponghiamo da principio cne si abbia una sola, 
equazione ' 

— o 

fra tre variabili. Due di queste, per esempio ar ed y saranno' 
indipendenti , e la terza z ne sarà funzione implicita. Va- 
rierà dunque z con x sola , e con y sola ; onde potranno 
dimandarsi in a: , y , e z i coefficienti dii&renziaii parziali 

^ e ^ , indipendentemente dalla risoluzione dell’ equazione. 


it’ ultime diverrebbero identicamente nulle con tal sostituzione, ne viene 
in conseguenza che anche lasciando y al luogo di f(x) , eh’ è quanto 
dire non risolvendo punto l’equazione f(x,y) = o per rapporto ad u, 
convien eguagliare a zero le due ultime espressioni per diuolare che 
V non è variabile distinta , ma si quella dipendente da x per virtù 
dell’ equazione y(x,y)=o. £ l’ equazioni 

ohe si chiamano rispcttiwimente equazione d^erenziale, ei' equazione- 
derivata della primitiva J{xjf)=o , serviranno al bisogno per dar& 

r espressioni di , e di ^ ; ben vero però che queste conterranno- 

in generale ir ed y , e non già x sola ; come avven-ehbe se con la 
nsoTuzionc elfctliva dell’equazione primitiva si trovasse la funzione <p(a^)’ 
napprrsentaU da y. 
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Ora per 1’ uno e per l’ altro non variando ■ ad un tempo se 
non due solo quantità x *ì z , o pure y c a , avremo per 
ciò che si è detto nel n.° precedente l’ equazioni 


dx dz dx 


O 


’ dif dz dy 


0 , 


che serviranno a trovarli. • , , . 

Inoltre moltiplicando rispettivamente quest’ equaziom 
dx e dy , la somma dei risultati ci dà 


per 






ma pel n.® precedente 1’ equazione proposta ci dà pure 




^ 

dunque confrontando quest’ ultima con l'antecedente avremo 


dz=^dx + ~dy : 
dx dìg 

donde apparilo che ancora per le funzioni implicite di^due 
variabili indipendenti può dirsi, come per le esplicite n.” 4<>» 
che il differenziale totale uguagli la somma dei parziali. 

ftia per dare anche un esempio di più equazioni con più varia- 
bili indipendenti, supporremo 


f{v,x,y,z)=o ,F{v,x,y,z)=o , 
e riguarderemo v eA x come variahili indipendenti , ed y 
e s come funzioni di t; e a^, date implicitamente in virtù di 

Q ueste equazioni. I differenziali delle due funzioni f (A F 
ovendo esser nulli come pocanzi dicemmo , si avrà , pren- 
dendoli con le regole esposte negli articoli precedenti , e po- 
nendo mente che y c z sono riguardale come funzioni di 
cd cc 

do dz dv) \dx dy dx dz dx) 

/'££:+i 5 :è+£'±Vo+t'-+-^+"'-'l*=o. 

V. ^ i/j didn) ^\dx^ dy dx^ dzdxj 


In ciascuna di queste equazioni si può supporre separa- 
tamente do = 0 y o dx=zQ y c per ciò esse eciuivalgono a 
quattro equoziooi dislmic , che determinano i vaiuri dei qual- 
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Irò cocIBcicnll diOcrcazioli parziali ^ ^ ^ ^ 

danno l’ espressioni in t; , ;r , y , z. 

Dopo ciò si troveranno , se si vuole , i difTcrenziali totali 
delle funzioni y c z sostituendo le dette espressioni nelle formole 
generali 

dy = ^dv + ^dx , </z = ^ ^ </x ; 

^ do dx do dx 

e queste considerazioni si estenderanno iacilnacntc ai casi di 

un maggior numero di variabili c di equazioni. 

Non è dunque mestieri di nuove regole per trovare i dif- 
ferenziali o i coefficienti differenziali delle funzioni implicite, 
o , che torna Io stesso , per differenziare una o più equa- 
zioni tra un maggior numero di variabili ; poiché, dopo aver 
notato il numero e fatta la scelta delle variabili che si vo- 
gliono riguardare indipendenti , si difierenzierò tante volte 
ciascuna equazione quante sono le variabili indi[)cadcnti, fa- 
cendone variare una sola per volta con tutte le variabili di- 
pendenti ; e per ciò fare beistano le regole già date per la 

aifferenziozione , ed il principio che il diffcrcnzinle totale 
formasi dalla somma dei differenziali parziali. Dividendo po- 
scia r equazioni differenziali cosi ottenute pei rispettivi dif- 
fercnziali delle variabili indipendenti , si avranno altrettante 
equazioni derivate proprie a dare tutti i coefficienti differen- 
ziali parziali, di cui son capaci le variabili che si son con- 
siderate come funzioni delle indipendenti. 

Cosi , nell’ esempio precedente , essendo quattro le varia- 
bili c due r equazioni^ le variabili indipendenti non pote- 
vano essere che due , ed avendo supposto che fossero v ed 
X , ciascuna delle due equazioni polevasi differenziare una 
volta rispetto a v ,y ,z , ed un’ altra rispetto ad a: , y , z : 
con che si sarebbero ottenute partitamente le quattro equa* 
zioni , che per compendio si sono riunite a due a due. 
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yi. Differenziali dei diversi ordini per le funzioni 
di una sola variabile. 

46- Consideriamo in primo luogo una sola variabile indi- 

F mdcnte x e la funzione y di essa, ponendo al solita 
equazione 

y=f {^) , 

e per rendere le nozioni che andiamo ad esporre più sen* 
sibili suppongbiamo che s’abbia sotf occhio la rappresenta- 
zione geometrica della funzione , conforme a ciò che fu detto 
nel n.® 5. Cosi l’ascissa OP { fiy. 4) e l’ordinata PM rap- 
presentano rispelliramente x ed y. 

Ciò posto diamo ad x l’aumento qualunque Ax rappre- 
sentato da PP'. Il valor nuovo di y , che dinoteremo con 
y, , sarà rappresentato da P'M' y ed AVQ rappresenterà ù.y. 

Cosi da prima si ha 

— y* 

Di nuovo suppongbiamo che x cresca ancora a partir dal 
valore OP' della stessa quantità Ax , rappresentata da 
P'P"=i PP'. Il nuovo valore di y, che indicheremo con 
y, , sarà rappresentato da P"M", ed M"Q' rappresenterà 

Ay, . Quindi sarà 

Ayi=ya—yi* 

Osserviamo che se si prolunga la secante MM' sino ad 
incontrare in S l’ordinata P"M" , l’intervallo SQ' sarà 
eguale ad M'Q o Ay , a cagione dei triangoli eguali 
JUQM ' , M'Q'S. Dunque M"S rappresenta |ia dilferenza di 
Ay, e Ay ; e siccome abbiamo indicato con Ay la diffe- 
renza dei due valori di y che corrispondono ad x e x -|- Ax-, 

l’analogia ci conduce ad indicare con AAy o con A’y la 
differenza dei due valori di Ay, che corrispondono pure ad 
X e X + Ax. Noi dunque scriveremo 

A’y = Ay, — Ay. 
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Si acquisterà una idea più netta delle quantità che ora 
consideriamo osservandone l’ insieme nel seguente quadro : * 


VALORI 
di X. 

VALORI 

corrispondenti 

di y. 

DIFFERENZE 
di questi 
VALORI. 

DIFFERENZE 

dette 

DIFFERENZE. 

X 

y 



X Aa: 

y. 

t> 

II 

M 

1 


X + 2à.X 

y» 

^yi=ya— y. 

> 

IO 

II 

1 


e solo aggiungeremo che i geometri chiamano diffe- 
renza prima o di primo ordine della funzione y, e A*y 
differenza seconda o di secondo ordine della stessa funzione. 

4-7' Supponghiamo adesso che la diflerenza Aar della va- 
riabile indipendente diminuisca progressivamente, e tenda a 
divenir nulla. I due punti 31' , 31" tenderanno a confon- 
dersi col punto 31 , i due valori y, ed y, a divenire uguali 

ad y, c le tre differenze AyjAy^ e A“y a divenire nel 
tempo stesso eguali fra loro ed eguali a zero. Ciò non per- 
tanto importa assai l’osservare che la diflerenza seconda A*y 
diminuirà molto pjù rapidamente delle differenze prime Ay 
e Ay, , di sorta che quando Ax , Ay e Ay, giungono ad 

essere piccolissime per rapporto all’ unità , A*y sarà divenuta 
piccolissima per rapporto a Ar , Ay e Ay, . 

Per farsene persuaso basta osservare che l’espressione di 
A’y si può scrivere sotto la forma 



Ora supponendo che Ar decresca e tenda a divenir zero, 


Ayj 

la quantità — , che si avvicina indefinitamente a —, avrà I 4 





(48) 

éu 

stesso limite ^ di quest' ultima, e quindi la loro diflcrenza si 

avricinerà sempre più a zero. Dunque il valore di A*y,- formato 
da due fattori che lianno per limite comune lo zero, diminuirà 
mollo più rapidamente di ciascuno di questi fattori, e quando 
tutti due questi saranno piccolissimi, esso alla sua volta sarà 
piocolissimo sì per rapporto all’uno che per rapporto all’ altro. 

48. La medesima espressione di si può anche met* 
fere sotto la forma 


A»y=: 


tEi 

Ax 


Sx 


\x 




Allora , mentre la differenza àx avvicinandosi a zero , 
divicn minore di qualsivoglia grandezza assegnabile della 
stessa natura ( circostanza che noi esprimiamo rappresentando 

tal differenza con dx ) , ciascuna delle quantità ~ e ha 


Ax 


per limite il coelEcientc differenziale ^ , onde il limite del 

* dx 

numeratore della frazione che moltiplica ( Aar ) è zero, del 

Ay, 

pari che quello del denominatore. Ma per essere rispetto 

di OP'=x -f- Aa: quello stesso che ò — rispetto di x= OP , 

e ciò in tutti gli stati di grandezza della differenza Aor con* 
vergente verso lo zero , ne avviene che chiamando con La- 
grange y'( a:) la funzione determinata di x esprimculc il 

limite di sarà /'{ar + Aa?) il limile di , e il limi- 
le di quella frazione essendo Io stesso che il limile di 
/ (ar-t-Aj)— /'(j) ^ ggnagiigrà (8) il coelficiente differcn- 

^X 

ziale di J' [x) ossia di ^ , indicalo nella notazione Leibni- 
ciana da Adunque rajqpresentando con d*y ciò che di- 
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viene piando Aor'divicnc , si ha 

- 

rf*y = -^(rfx)’. 

L’ espressione d'y chiamasi differenziale di secondo ordine, 
o scmpliccmcnle secondo differenziale della funzione y; ed 

è uso di indicare con A^’ c dx^ i quadrali di l^x e dxi, 
senza temere che si possano prendere per la differenza c pel 

differenziale di x“, che si rappresentano con A(a:*) , cf(a:“), 

o più semplicemente con A.x* ,d.x* , 

Parimente > è chiama coefficiente differenziale di pri- 
ox 

. 

tno ordine della funzione y, e dicesi coefficiente dif- 
ferenziale di secondo ordine , o pure secondo coefficiente 
differenziale della stessa funzione. L analogia e la seconda re- 
gma di differenziazione data nel n.*2g, conducono a rapprcscn- 

rf®f/ 

tarlo di una maniera più semplice con — "L. Per tal modo 

il differenziale di secondo ordine della funzione , da noi ri> 
guardalo come il limite della differenza del medesimo ordi-> 
ne , risulta espresso da 

, 

dx^ 


e quindi eguaglia il prodotto del quadralo del differenziale 
della variabile pel coefficiente differenziale di secondo ordine 
della funzione , ossia per la funzione che si troverebbe prcn* 
dendo con le regole delf articolo HI il coefficiente differen- 
ziale della funzione , e di questo tornandone a prendere il 
coefficiente differenziale colle stesse regolo. 

Seguendo la notazione di Lagrange , il detto coefficiente 
differenziale di secondo ordine della funzione y, o f{x) si 
esprime eoa y", of { x), e si ehìnmat Junzione deriv€dtt 

7 
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tfi'iecondo Online, o più scmplicemeate f maone 

</<>r/t;a/a dolln funzione primitiva y, o f{x). 

6 o. Noi posnam dare una maggior estensione al quadro 
«lei n.® 46 considerando quattro valori successivi di x , se- 
parati un dall’altro per l’intervallo costante Ax: il che darà 
il seguente altro quadro 


YALOni 

(li St 

T ALORI 
corri ttpoudenii 
di y 

DlfFCRENZE 

prime 

DIFPEREYZX 

seconde 

DIFFERERZI 

terze 

X 

y 




T-f- Ar 

y. 

•iy ^y,— y 



t-4-sAx 

y. 

<^y,=y,— y, 

-i*y Ay 



yj 

Ay,=y3-y^ 

A®y,=‘^ya— Ay, 

t 2 

A y=A y—L s 


Da questo parimente è cliiaro che al convergere Ax verso 
lo zero , i valori di y, , z/j , tendono a divenir eguali 

ad y , c che perciò le differenze di primo, di secondo, e di 
terzo ordine tendono a divenir tutte uguali ira loro, ed eguali 

a zero. Ma vogliamo inoltre dimostrare che ù?y diminuisca 

mollo più rapidamente di A*y , siccome fu veduto (47) A*y 
diminuire con rapidità assai maggiore di Ay. Ditàlti , ia 

virtù dell’ annesso quadro l’espressione di A^y può assume- 
re successivamente le forme 


^V=©-^)-=( 





Quest’ ultima ci presenta tre fattori , due dei quali fuori la 
parentesi eguagliano Ax , che per ipotesi converge verso lo 
zero ; ed il terzo compreso nella parentesi , essendo la dif- 
ferenza di due parli che si avvicinano l’una all’ altra a mi- 
sura che Ax impiccolisce , converge pur esso verso zero. 

Poiché dunque A^y consta di tre fattori che hanno per co* 
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mun limile zero, diminuirà niulk) più raijidmuonlc di A*y 
che si mostrò (47) formala soltanto di due consimili fultorr; 
e perciò quando Ay sarà prcculissimu rispetto dell' unità , 

sarà A'y piccolissima rispetto di Ay, e sarà A y piccoli*' 

sima rispetto di A*y. 

5 i. Ponghiaino ancora l'ultmia espressione di A^y sotto 
la forma 

Ay,— Ay, Ay, — iy 








àx 


Ax^: 


Ay,— Ay, ... ^ 

allora siccome : — è uspeltu di x -p Ax ciò clic 


Aar“ 


Ay, — Ay 


A** 


è rispetto di x , eti il limile di questo secondo rap- 
porto si è veduto ( 4 . 8 ) essere ima funzione determinata di x 
che abbiamo espressa con ne viene in consegneuza 

che il limite del primo non sarà diverso da quello di 
J'' {x + Ax ) ; onde il limile della Eruzione che moltiplica 

Ax^ sarà il limito dell’espressione 

Xx 

Ma pel n.* 8 questo limite ò il coelllcicnte ditiereiuiale di 


J" (x), o t-M. indicato secondo- Leibnitz da 
dx* 


dx*- 


. Dunque 


rappresentando con ciò che diviene A^y qiiamlo Ax 
diviene dx , sarà 

,3 

d y: 


dx 


dx^ , 


espressione cui si dà la forma più semplice 

rfS.. . 




dx , 
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Chiamasi d^y differenziale di terzo ordine o pure terza 
differenziale (iella funziouc primiliva y , c la funzione 

d^ 

— o — 4 è il coeffieienie differenziale di terzo ordine 

dx 

o la terza funzione derivata di quella medesima funzione, 
per guisa che il differenziale di terzo ordine è uguale al pro- 
dotto del cubo di dx pel coclliclente differenziale del me- 
desimo ordino. Questo cocifìcientc differenziale si esprimo 
egualmente con y'" o con f" (x ) , e si può dire che sia il 
cocllicicntc differenzialo del coefficiente differenziale di se- 
condo ordino. 

52. Da ciò segue ad evidenza che si avrà il differenziale 
di terzo ordine di una funzione proposta differenziandola tre 
volle di seguito, a patto che nella seconda e nella terza dif- 
ferenziazione il differenziale dx sia consideralo come un fai- 
tor costante. 

53. Se si considerassero cinque valori successivi del- 
la variabile indipendeuto , e i cinque valori corrispon- 
denti della funzione y , si perverrebue alla differenza di 

quarto ordine , la cui espressione sarebbe composta di 
quattro fattori, che tenderebbero tutti a divenir nulli a mi- 
sura che la differenza Ax tenderebbe ancor essa a divenir 
zero. Laonde questa differenza quarta , al convergere di Ax 
verso lo zero , diminuirebbe assai più rapidamente della dif- 
ferenza terza, che si compone soltanto di tre fattori aventi per 

coinun limile lo zero. E dinotando con d^y ciò che divicna 

A‘^y , quando Ax assume il valore infinitesimo espresso da 
dx , sarù 




dove 


dx^ 


rappresenta il coclficiente differenziale di quarto or- 


dine della funzione proposta y , cioè a dire il risultato che 
si ottiene differeuziaodo quattro volle di seguilo questa fun- 
zione j nella ipotesi di dx costante , e poscia dividendo 
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per di^ . Si può anche dire die il coeDlcieiife di <^uaKo et' 
dine sia il coeOìcicnte differenziale del cocOicienle diffcrca- 
ziatc di ferzo ordine. 

£ nulla impedisce di progredire similmente alla conside* 
razione di un più gran numero di valori successivi della 
variabile imlipcndcnlc , e delle differeaze di un ordine più 
elevalo della funzione. 

54 . È chiaro adunque da ciò che precede che una fun- 
ziono qualunque y=f{x) possa, in generale, dar origine 
nd una serie indclinila di differenziali rappresentali da 


dy^%dx,dUj=^'*^dx\d\j^~Ux\ ec. 


d'y 




y . 


dx 


dx 


dx-‘ 


i quali deduconsi dalla funziono , c gli uni dagli altri me- 
diante l’operazione che chiamasi differenziazione. 1/ espres- 
sione stessa di questi differenziali pone d’altionde in evi- 
denza la subordinazione dei loro valori , poiché i coeflìe lenti 


differenziali ^ ^ 


dx^ dx^ 


ec. che sono funzioni finite della 


variabile x, vi si trovano come fattori di potenze sempre più. 
elevate della quantità infinitamente piccola dx. É di grande 
importanza l’osservare che tal subordinazione sussiste, non 


ostante che tutti i diO'ercnziali dij , d^y , d^y , ec. sieno e- 
gualmcnte riguardati cerne quantità, che differiscono da zero 

[ icr una grandezza minore di qualunque assegnabile. Olfatti, 
a supposizione che dx differisca dallo zero meno di qualsi- 
voglia grandezza assegnabile , o vero che dx sia infinita- 
mente piccola , produce in conseguenza , per ciò che di 


sopra ( 4-7 , 5o) si ò detto, che i rapporti di d*y a r/y, 

di d^y a d^y , ec. differiscano altresì da zero per gran- 
dezze minori di qualunque assegnabile : e questo e ciò che 
si esprime dicendo che tali quantità sono inlinilamcntc pic- 
cole le une rapporto alle altre , o pure che esse formano, 
una serie di infitiitesimi di un ordine di più in più elevato (*). 


(*) Se per quaatilà infinilesima si dovesse intender quella che è minora 
d' ozni altra pouibiie delia stessa natura, il suo valore assoluto non po- 
Irebb’ essere che zero , e quindi gl’ infinitesimi di ordino superiore sa- 
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Giova altresì notare che se i simboli — , , ec. 

si riguardassero come pure frazioni algebriche , queste sa- 
rebbero tutte di grado zero per rapporto alla lettera </, avuto 

riguardo al signiGcato convenzionale (4B) dei simboli dx* , 


dx^ , ec. Da ciò segue che se y sia una funzione esplicita 
o implicita di or, ed un’altra qualunque funzione di x si sup- 
ponga trovata nell’ipotesi di dx costante, ed in vece di con- 
tenere X ,y % \ detti simboli , sia espressa comunque in 

o 

x,y ,dx ,dy ,d^y ,d y, ec. questa espressione considerala 
come algebrica , non potrà presentare die quantità fraziona- 
rie , in ciascuna delle quali il numeratore e il denominatore 
debbono essere omogenei e dello stesso grado per rapporto 
a d , quali sono a cagion di esempio 


ydx dy ( rfx* -f- -t- * ) * 

dxd*tf dxd^y 


rebbero inconcepibili , so non assurdi ; ma la possibilità di questi non 
implica veruna contraddizione, allorché una quantità per dirsi inCnite* 
smia, deve solo esser minore di ogni altra data o aiseynaóile della 
stessa natura ; essendo chiarissimo per la nostra ragione ( se non per 
la nostra immaginazione ) che di ogni quantità , comunque si voglia 
piccola , ve ne possano essere altre minori secondo qualunque rappor- 
to , abbcnchè non se ne potesse attualmente assegnar la grandezza. La 
determinazione di questo rapporto , il quale è finito allorché trattasi 
d’infinitesimi del medesimo ordine, è un oggetto essenziale AeW' Àna- 
lisi infinitesimale , ossia del Calcolo differenziale esposto col metodo de- 
gl* infinitanieute piccoli. 

Il principio fondamentale di quest' Analisi consiste i.* in dover te- 
nere come uauali due quantità finite , le quali non differiscono una 
dair altra che di un infinitesinto , perche non si saprebbe assegnare 
tra esse alcuna ineguaglianza , per piccola che si voglia ; a.** in dover 
parimente stimar eyuali due infinitesimi dello stesso ordine , t quali 
differiscono per un infinitesimo di ordine superiore , perchè questa 
loro differenza non è , per la sua picciolezza , paragonabile ad essi. 

Questo principio si suole anche enunciare dicendo che nelf espres- 
sioni analitiche si possono disprezzare , senza punto alterare i ri- 
sultamenti , gV infinitesimi aggiunti a quantità finite, o ad altri in- 
fintami di ordine inferiore. 


Digitized by Googl 


( 5 ^) 

e quindi supponendo , come sovente si pratica , 






ec. 


b sostituzione dei risuUanli valori di dy , d*y , d^y , ec, 
dy =pdx , rf“y = qdr^ , d^y = rdx^ , ec. 
renderà l'espressione in discorso libera altresì dal simliolo 
dx , e formala soltanto da. x , y , p , q , r , cc. : senza di che 
si può esser certo clic la medesima espressione non vale a 
rappresentare alcuna funzione finita di x. 

55 . Osserveremo che supponendo rappresentata la funzione 
y=saf{x) daU’ordiaala di una curva di cui l’ascissa è x, la dire* 
zione delia curva e il senso verso il quale ossa presenta la sua 
convessità son determinate, per l’estensione di un piccolissimo 
arco preso d’ ambe le parti di un punto qualunque, dai soli se- 
gni dei due corrispondenti differenziali di primo e di secondo 
ordine dy e d^y , o che torna lo stesso , da quelli dei coef- 


Gcientl differenziali di primo e di secondo 


ordine ~ , 

dx Jj.* 


Le diverse combinazioni che a tal riguardo possono aver luo- 
go sono indicate nelle figure 5 , 6, 7, 8, 9, io, ii e 12. 
Nelle figure 5 e 6 i detti coefficienti uifferenziali sono positivi. 

Nelle figure 708, è negativo e ^ è positivo. , 


Nelle figure 9 e io, ^ è positivo e fe negativo. 

E finalmente nelle figure ii e 12 i due coefficienti dif- 
ferenziali sono negativi. 


Pertanto si vede che — ^ b positivo quando la curva pre- 
dx' 


senta la sua convessità al margine inferiore della pagina , 
e per contrario è negativo quando gli oppone la concavità: 
bene inteso che le ordinate positive procedano, giusta l’uso 
ordinario , da sotto in sopra (*). 


(*i È cosa facitissima il dar ragione di quanto l’autore asserisce ìb 
questo numero , e 1’ esame di alcuni casi basterà per tutti. 

Nella figura 5, coinè nella precedente figura 4, le ordinate^ s 
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Differenziali tuecessiti delle /unzioni semplici. 


56 . Àpplichcrcino qui le nozioni prcccdcnli alle Tunzioni 
semplici , la cui difrcrcnziazionc fu oggetto dell’ articolo II. 

Cominciando dalla funzione , si ha 

d.x"* m— I ^ \ _m-“* 

= mx , — =m[m — i ) x i 


dx 

d^.x 


dx' 


,m 


dx^ 

d^.x* 


■ =zm{m — i)(w* — 2)x' 


,m— 5 


: m 


(m — i)(ni — 2 )(»i — 3)ar”* ec. 


Questa serie di coonicicnli differenziali si prolunga all' infì< 


espresse rispcllivamcntc da PM , P'M' , P"M" sono positive e cre- 
scenti ; dunque le ditferenze Ay , , rappresentate dalle AI'Q ed 

Af'Q ' , sono anche posilivc. Ma siccome it punto 31" è più alto del 
punto S rispetto dell' asse delle a: , a motivo che la curva rivolge por 
ipotesi la convessità al detto asse , così la Ay^ è necessariamente mag- 


giore della Ay , e quindi la Ay^ — ‘Ay osssia A*y ò positiva. Per con- 
seguenza , supponendosi la Ax sempre positiva , tali saranno pure 


Ax 


— ^ , e quindi i loro hauti ^ 
Ax* 



Nella figura 6 le ordinate P.V, P' 31' , P"3J" essendo negative, ed 
i loro valori assoluti decrescendo al crescere dell’ ascissa , ne segue che 
ì valori algebrici delle stesse ( cosi chiamando i valori quando si ha 
riguardo ai loro segni ) debbono stimarsi crescenti , come per esempio 
direbbesi dei numeri — fi, — 4> — c le ditferenie Ay , Ay^ rap- 
presentate da AI'Q , 3/"Q' sono positive come pocaozi. Ma la curva 
rivolgendo per ipotesi la concavità ali’ asse delle x , il punto S dea 
giacere al di sotto del punto 31" c la 31 'Q risultar minore , coma 
m SQ' , della M"Q' , cioè a dire la Ay minore della Ay^ ; dunque 

Ay^ — Ay ossia A’y sarà pure positiva , e si conchiuderà come nel 


Ceso precedente che positivi ancor sono i coefficienti dilTerenziali del 
primo e del secondo ordine di y. ' 

JlUlle figure 7 e 8 i valori algebrici delle ordinate sono decrescèn-' 
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nito quando il iiumoro m ò negativo; o quando, anche po- 
sitivo , ò ii‘a 7 ,ionurio. Ma quando m è ad un tempo inlero 
e positivo , si ha 

rf” . x”* 

— ; — =sm{ m — — 2)(m — 3 ) 3.2.1 , 

dx”* 

e questo risultalo essendo costante, i cocflicicnti difTercnziali 
seguenti son tutti nulli. 

57. La funzione Ioga?, secondo che il logaritmo si sup- 
pone preso in un sistema qualunque , o pure nel sistema 
iiejieriano , dà 


«/.log X 

log e 

d.lx I 

iLc 

= — ^ , 0 pure 

dx X * 

d® . log X 

log e 

</®./x 1 

</x® 

X® ’ 

</x® X® ’ 

rf* . log X 

a. log e 

dl.lx a 


X 

rfx3 ■ x3 ’ 


li , e perciò le Ay, e Ay^ sono negative ; ma il valore assoluto della 

Ay^ , rappresentalo da M"Q' , è minore del valore assoluto della Ay, 

rappresentalo da M'Q= SQ' , a cagione della supposta giacitura delle 
curve rispetto all’ asse delle x: dunque sarà il contrario dei loro valori 

algebrici , e quindi Ay^ — Ay ossia A*y sarà positiva. Nel limite dun- 
que il coefliciente differentiale di primo ordine sarà negativo , e sarà 
positivo quello di secondo ordine. 

Analoghe riflessioni si applicano alle rimanenti ligure g, io, 11 o 
la ; e le ascisse dei punti considerati nelle curve possono essere indif- 
ferentemente positive o negative : in ambedue i casi , ricordando ciie 
la Ax è positiva , le ordinate y ,y^ ,y^ procederanno sempre nel senso 

delle ascisse positive. 

In fine giova notare : 

1.0 che i valori algebrici delle ordinale crescono o decrescono ai 
crescere delle ascisse, secondo che il coefficiente difierenzialc dell’ or- 
dinata è positivo o negativo ; 

a.” che questo coefficiente diflerensiale rappresenta sempre la tan- 
gente trigonometrica dell’ angolo compreso tra le porzioni dell’ asse del- 
le x e della tangente alla curva , contate dal punto dove tali rette 
s’ incontrano , e distese una nel senso delle x positive , e l’ altra in 
quello delle y positive. 

8 
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. log X a , 3 . log «f 

dx^ 

</?.Iogar a. 3. 4 • log 0 


d^.lx 


dx^ 


CC. 


da^ 

d'‘ ,lx a. 3. 4 

ec. 


2.3 

■?T’ 


58. Le funzioni esponenziali a® ed a * danno 


d.a^ 

dx 

d^.a^ 

dx' 

d'^.rt‘ 


dx^ 


= la. , 

= (/«)V , 

=(/«)V , 


d.a-^ 


dx 

d'.a-^ 


la.a~ 


dx' 

3 4 




d\d 


dx^ 


■ (la) à 


s„— * 


oc. 


ec. 


E se alla liosc a si soslituiscc la base e dei logaritmi ne- 
periani , si ha più semplicemente 


dx 


X </. 0 

■e , 


dx 




d' .0® 


dx' 

d^e 

dx' 


= e® , 


d'.e-‘ 

dx' 


_ ^ rf^0~® 

3 ’ dX^ 


■ e *, 


e ®, 


ec. 


ec. 


Pertanto la differenziazione della funzione e®, come fu già . 
notato nel n." 22 , riproduce costantemente questa funzione. 

E quando l’esponente variabile x è affetto dal s^no — , la 
funzione primitiva è pur riprodotta , ma i coelucienli diffe- 
renziali sono alternativamente negativi e positivi. 

59 . Per le funzioni trigonometriche sena: c cosa: si trova 

d.teox f d.cotx / «'\ 

— scosx = sen ^ — = — senx=cos^x -J- , 

</’.!wnX , . f/*.C<HX . 

=s — 8cnie=sen(x+«') ) =— •co»x=:oos(x-t-if) , 

dx'* rfx* . . 
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i^^.senx / , 5«\ jfi.eotx / 3«\ 

— — j— = — cosj::=8eu^jr-t-— ^ =sena: = cos^x -t-— ^ 

rf4 SCIl X , . </4.C0» X 

— -^-^=senx=8en(a?-t-aii') , — =cosx=cos (x-4-a* ) , 


«/•'.«en X 
dx^. 

ec. 


nx / iJw’X d^.txnx / iVx 

3— =cosx=asenlxH 1 , 3—= — »eu® = co»fxH 1, 

■>. \ » / rfx» \ » / 


ec. 


donde apparisce che le funzioni primitive scn e eoa :r ri* 
tornano alla seconda di/Terenziazione affette dal segno — , 
cJ alla (|iiarta col medesimo segno. 

6o. Giova tener presenti allo spirito le indicate notevoli 
proprietà delle funzioni semplici , ed ò parimente utile il co* 
nosccrc la figura delie curve che vengono rappresentate dalle 
stesse funzioni , e la cui discussione è assai facilitata dai* 
r espressioni dei coeQìcienti differenziali di primo c di se- 
condo ordine , conforme a ciò che si disse nel n.® 56'. 

Sia in primo luogo 

y = x”*, d’onde ^ = = 

La curva di cui a: ò 1* ascissa ed y l’ ordinala presenterà 
diverse figure , secondo la natura dell’ esponente tn. Noi 
supporremo da principio che questo esponente sìa positivo 
e maggiore delr unità. Cosi la curva passerà por f origine 
delle coordinale , ed essendo nullo con x il coelTiclente dif- 
ferenziale di primo ordine , sarà toccata in tal punto dal* 
l’asse delle x. In particolare poi avremo a distinguere tre casi. 

i.“ Se »i è un numero intero e pari, anche m — 2 sarà 
pari , onde la y ed il suo coefEcìente differenziale di secondo 
ordine saranno positivi , qualunque segno abbia la x. La 
curva dunque giacerà tutta al di sopra dell’asse delle x, 
rivolgendo la convessità al basso della pagina, come si vede 
nella figura i3. Ma m — 1 essendo dispari, il segno del 
cocfBciente differenziale di primo ordine sarà simile a quello 
della X , e perciò dal fianco delle x negative al crescere i 
valori algebrici di esse , o che torna lo stesso, al decrescere 
i loro vmori assoluti , le ordinate decresceranno , e cresce- 
ranno poscia al crescere delle x positive ; per modo che 
r ordinata nulla del punto 0 sarà la minore di tutte , o 
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quella che dicesi minima. ISè si creila che sia lalo perchè 
millu ; impcrcioccliù autuciilando tulle le ordinate di un qua- 
lunque numero costante c, la minima delle nuove ordinate sa- 
rebbe apertamente c, ed il cocQìciente diflerenziale rimanendo 
lo stesso, andrebbe soggetto ai medesimi cambiamenti di segno. 
Inoltre Tessere il segno del cocflicienle differenziale di 

f >rimo ordine simile a quello della x è ancora cagione, che 
a parte positiva della tangente alla curva in un punto qua- 
lunque ( così chiamando per brevità quella parie le cui or- 
dinate son positive) formerà con Tasse positivo delle x un 
angolo acuto o pure ottuso , secondo che l’ascissa del punto 
sarà positiva o pure negativa. 

2 .” Se m è un numero intero dispari, tale essendo pure 
m — 2 , la y ed il suo coelKcienle differenziale di secondo 
ordine avranno il segno stesso della x ; quindi la curva dal 
lato delle x positive giacerà al disopra di quest’ asse , op- 
ponendo al medesimo ed al Ikisso della pagina la sua con- 
cavilà ; dal lato poi delle x negative giacerà al di sotto di 
quest’ asse, rivolgendo la concavità verso il basso della pa- 
gina: come si vede nella figura i4* D’altronde m — i es- 
sendo pari , il coelKcienle differenziale di primo ordine sarà 
sempre positivo , e perciò la parte positiva di qualun(|ue lan- 
geiilc della curva s'inclinerà sotto angolo acuto all’asse po- 
sitivo delle X. 


3. Se Z7J c un numero frazionano - e ridotto a mimmi 

y 

termini, la curva sarà indicata dalla Kgura i3 nell’ipotesi 
di p pari , c dalla Kgura i4 in quella di p e y impari. 

ala nell’ipotesi di y pari, la parie della curva, giacente dal 
lato delle x negative più non esiste , divenendo immaginarie 
9 

le corrispondenti y = \^xP. Dal lalo poi delle x positive questo 
radicale essendo reale, e potendo esser preso col segno + e col 
sogno — , la curva avrà due rami affatto simili, uno al di sopra 
e l'altro al di sotto dell’asse delle x. Inoltre dal lato stesso delle 
X positive , il segno del coefficiente differenziale di secondo 


ordine essendo simile a quello di x9 = 
positivo o negativo secondo che si riguarda 


V x^ sarà 

come derivato 


9 

da i- 0 da 


9 

\lx^ , cioè a dire secondo che si rifc' 
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risca al ramo superiore o inrcriore della corra ; il primo 
flun(|ue di questi rami sarà conresso e l’altro concavo ri- 
spetto al margine inferiore della pagina : come si osserva 
nella figura i4 bis. Da ultimo il coeiHciente differenziale di 
primo ordine avendo esso pure segno positivo pel ramo su- 
periore , e segno negativo per l’ inferiore , l’ angolo compre- 
so Ira le parli positive della tangente e dell’ asse delle a; sarà 
acuto per un ramo, ed ottuso per l'altro, 

61. In secondo luogo supponendo l'esponente m positivo 
e minore dell’unità, la curva passerà pure per l’origine 
delle coordinale , ma quivi sarà toccata dall’asse delle y anzi 
die da quello delle x, perdiè l’csiioacnte di x nel coefE- 
ciente differenziale di primo ordine essendo negativo, que- 
sto coelllciente diviene infinito quando x = o. In particolare 
poi questo coso presenta rispetto Ai p e a ]a tre medesime 
ipotesi del caso procedente , e confrontando fra loro i segni 
dai quali risulta affetto il coclTicienle differenziale di secondo 
ordine nelle ipotesi analoghe dei due casi , i medesimi si 
trovano essere contrari per rapporto ad ordinale di segni si- 
mili. Ciò dunque sarà cagione d\p le figure i3, i4 e i4 bis 
verranno rispettivamente rimpiazzate dalle figure i5 , i6 c 
i 6 bis. ; ed è osservabile che la prima di queste ci mostra 
la tniuima ordinala nel punto O , innanzi e dopo il quale 
il coellicienle differenziale di primo ordine ha segni diversi, 
e passa dal — al -f- divenendo in 0 infinito. 

62 . Supponendo finalmente che m sin negativo, o che 
torna lo stesso , voltando m in — rn e ritenendo la suppo- 
sizione che m sia positivo , abbiamo 

\ dtf m d^y m (m-h i) 

^ ^ ’ dx ’ dx* 

La prima di quest’ equazioni ci mostra che il valore as- 
siduto della X potendo divenir maggiore di qualunque nu- 
mero assegnabile , al modo stesso il valore assoluto della y 
potrà , quando sia reale , divenir minore di qualunque nu- 
mero assegnabile , senza però divenire y altualmeule nullo, 
come non potrebb’ essere x attualmente infinito. Da ciò segue 
che r asse delle x , da quella parte cui corrispondono vaFori 
reali della y sarà un assintoto della curva , e se le potrà 
considerare come tangente nel punto di ascissa infinita e di 
ordinala zero, iKU'chè quivi il coefficiente difTcrenzialc di 
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primo ordine divcnLi nullo. E siccome l’ espressione di x 
in y sarebbe di forma simile a quella di y in , ancora 
r asse delle y , dalla parte cui rispondono valori reali della 
X sarà un altro assintolo della curva , e se le stimerà laa- 
gente nel punto di ordinata infinita c di ascissa zero. 

Quanto alle ipotesi che questo caso può presentare, è chia- 
ro che sono tutte quelle aci due precedenti ; e per ciascuna 
si può osservare che le ordinate della nuova curva pareg- 
giano , sotto eguali ascisse, l’ unità divisa per le ordinate 

deir analoga curva primitiva ; essendo queste espresse da x"*, 


e quelle della nuova curva da ar”. Mediante questa osser- 
vazione, è facile ravvisare che le curve relative al presente 
caso avranno la forma 

1. ° della figura 17 dipendente dalla figura i 3 , quando 
tn ò maggiore dcH’ unità , e pari o di numcralor pari ; 

2. ° della stessa figura 17 di|)cndcnlc dalla figura i 5 , 
quando m è minore dell’ unità e di numeralor pan ; 

3 . " della figura 18 dipendente dalla figura quan- 
do m ò maggiore deli’ unita , e dispari o di numeratore c 
denominatore dispari ; 

della stessa figura 18 dipendente dalla figura 16, 
quando m ò una frazione di termini dispari ; 

5 . ° della figura 18 6 is dipendente dalla figura i4 àts, 
quando m è un numero frazionario maggiore d^eli’ unità » e 
di denominalor pari ; 

6. ° e finalmente della stessa figura 18 dipendente dalla 
figura 16 òis, quando m è una frazione di denominalor pari. 

Il dover tutte queste curve aver gli assi delle coordinate 
per assintoti , ed ancora per tangenti nei loro punti infini- 
tamente lontani , basta per se solo a determinare se debba- 
no rivolgere la convessità 0 la concavità verso il basso della 
pagina , e se le parli positive delle loro tangenti debbano 
comprendere angoli acuti od ottusi con l’asse positivo delle 
X ; ma è facile ed utile osservare come queste circostanze 
sono confermale dai segni dei coefficienti differenziali di pri- 
mo e di secondo ordine. 

63 . Per la funzione logaritmica abbiamo 


y = log X 


dff log e log e 
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. Quindi essendo y ^ 0 quando ar = i, crescendo ne| senso 
negativo indcGnitamcnlc la y quando la x posib'va si avvi* 
cina indefinitamente a zero , c in fine divenendo immagina- 
ria la y quando la x diventa negativa , ne segue che la 
curva \fig. ig ) espressa dall’ equazione y = log x taglierà 
sull’asse delle x la parte OA= i , avrà per assinloto l’asse 
negativo delle y , e giacerà tutta dal Banco delle x positive. 

Il coeliìciente differenziale di primo ordine, infinito quan- 
do a: = o , e d’ altronde sempre positivo , ci mostra anche 
qui che l’assintoto è come tangente della curva nel punto 
x = o ,y = — 00 , e che in ogni altro punto della curva 
la parte positiva della tangente inclinasi all’asse positivo 
delle X sotto angolo acuto. 

In fine il coefficiente differenziale di secondo ordine, sem- 
pre negativo , annunzia che tutta la curva rivolge la sua 
concavità verso il basso della pagina. 

64 - La funzione esponenziale dandoci 

y = o* , ^ = /a.c® , 0 = (/fl)*a*, 

è chiaro che quando a è un numero positivo , per lutti i 
valori reali di a; da — oo a -f- oo sono insieme reali e po- 
sitivi i valori di y , e dei coefficienti differenziali di primo 
e di secondo ordine. La curva dunque giacerà tutta al di 
sopra dell’ asse delle x rivolgendo al medesimo , come al 
margine inferiore della pagina, la sua convessità; e la parte 
positiva d’ ogni sua tangente farà con l’ asse positivo delle x 
angolo acuto : come si vede nella figura 20. 

Se inoltre suppongasi c>- i , l’ordinata crescerà indefi- 
nitamente dal fianco delle x positive ; e decrescendo in si- 
mil modo dalla parte delle x negative, da questa parte l’asse 
delle X sarà un assintoto della curva. Per contrario sarebbe 
assintoto della curva l’asse delle x positive se fosse a <[ i, 

o che torna lo stesso , se si cambiasse a in - , ritenuta 

a 

l’i ipotesi a >• I : ed in vero , l’ equazione della curva dive- 
nendo per tal modo 
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questo caso riviene al precedente cambiando le x positive 
nelle negative , e viceversa. 

Del resto siccome T equazione y — a* conduce subito al- 
r altra ar = logy, prendendo a per base dei logaritmi, c 
visibile che la curva di cui ora si tratta non uifferirà dii 
quella del numero precedente quando si cangi x ìa y ed 
y in ir : e però l’uua c l’altra hanno il nome comune di 
toyariimica. 

Resterebbe a considerare il caso che nella funzione a* vo- 
lesse prendersi per a un numero negativo , ma questa fun- 
zione cesserebbe allora di dar valori continui, e non poten- 
dosi avere che dei punti isolali (in quel numero per altro 
che si vuole) corrispondenti ai valori di x espressi da nu- 
meri interi o da frazioni di denominatori dispari , cessereb- 
be di esservi curva propriamente delta. Per questa ragione, 
quando in seguito si tratterà di un sistema qualunque di lo- 
garitmi , supporremo sempre ebe la base a del sistema sia 
un numero positivo e maggiore dell’ unità. 

6i). In proposito delle quantità esponenziali tratteremo an- 
cora della funzione , che si presenta in varie applica- 
zioni importanti*, e che ci dà l’ equazioni 



’ t/x 


— 2X.e 




La prima di queste rimanendo la stessa quando si cam- 
bia a: in — x, ci fa vedere che la curva resta divisa in 
due rami eguali dall’ asse delle y , su cui l’ ordinata Olf 
{Jìy- m ) pareggia 1’ unità. È chiaro inoltre che le ordina- 
te son tulle reali e positive , e che possono decrescere in- 
definitamente al crescere che faccia in simil modo la x. La 
curva dunque giacerà tutta al di sopra dell’ asse della x , 
cd avrà per assintoto quest’ asse prolungato dall’ una e dal- 
l’ altra parte. 

Il coefficiente differenziale di primo ordine è positivo quan- 
do la x è negativa , nullo con la a; , e negativo quando 
la a? ò positiva. Quindi , per la nota del n.” 55 , al cresce- 
re della X le ordinate cresceranno sino alla OB , e poscia 
decresceranno , per modo ché la OB ne sarà la massima. 
Così dunque nel presente caso , dove al crescere della x il 
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seguo del cocQìcicatfì dincrenzialu di primo ordine passa 
dal -f al , divenendo zero in un punto intermedio , ab* 
biaino in questo puuto un’ordinata massima, come no ave- 
vamo una minima nei punti 0 delle figuro i3 e i5, in- 
nanzi e dopo i quali quel coelliciente avea pure segni 
diversi , ma passava dal — al H- > divenendo nullo nel 
punto 0 della figura i3 , ed infinito nel punto O della fi- 
gura i5. . 

Il medesimo coefficiente differenziale diviene anche zero 
( come sarà dimostrato a suo luogo ) quando a: = ± oo ; 
dunque altresì per la curva di cui qui st tratta, può dirsi 
che Vassintoto la tocchi nei punti infinitamente lontani, ed 
aventi per coordinate a: = ± oo ,y = o. 

• Il coefficiente differenziale di secondo ordine ci c qui più 
utile che nei numeri precedenti , poiché essendo negativo 

quando 2 X* — i >< o , ossia quando il valore assoluto della 

X è minore della distanza OP=s:-^, c positivo quando ol- 

K a 


trepassa questa distanza , ne viene in conseguenza che la 
curva oppone la sua concavità al basso della pagina ncU’ in- 
tervallo MBM , e che in tutto il resto gli presenta lu con- 
vessità ; ond* è che tali punti M , innanzi c dopo i quali il 
coefficiente differenziale di secondo ordine bau segni diversi, 
dicoiisi punti d ’ inflessione , o di flesso conlrario. 

66. Passando finalmente alle funzioni semplici trigonome- 
triche , abbiamo per rapporto al seno 




d*y 

cos X , — - = — sen x. 


Quindi essendo y = o quando ar = o, = ±ff, = ^ air , 
= zh3ir, ec. la curva toglierà l’asse delle x nella origine 
delle coordinate , e nei punti che ne distano per gli archi 
“ir , 2 ir , Stt , ec. da amendue le parti : {flg. uà ). 

Per le indicazioni poi del coefficiente diifercuziaic di pri- 
|U 0 ordine la parte positiva della tangente formerà angolo 
scmiretto coll’ asse delle x positive nei punti o , 2ir , 4.'if , ec. 
— 2 ir , — lyK , ec. e con quello delle x negative . nei punti 
ir ) S'ir , ec. — ir , — 3ir , ec. Inoltre dai segni del medesimo 
coefficiente differenziale si deduce agevolmente che le ordi- 
nate di maggior valore assoluto, ed eguali all' unità, han luo- 

9 


Digitized by Google 


go noi punti J/Ic cui ascisse pareggiano gli archi I , — , ec. 

fi fi 

, , cc. : come d’altronde si sa dalla trigonometria. 

Il segno del coelBctente differenziale di secondo ordine es- 
sendo contrario a quello delle ordinate , ciò produce i.” che 
la curva oppone la concavità al basso della pagina dove le 
ordinate son positive , e la convessità dove sono negative ; 
2." c che nei punti o , ir , 2 ir , ec. — 2ir , ec. dove 
l'ordinata è nulla, la curva subisce altrettante inQessioni. 

Siccome poi è evidente che (questa curva , detta sinusoide, 
si prolunga indefinitamente nei due sensi delle x positive e 
delle X negative, e che presenta una serie di parti identi- 
camente uguali a quella compresa tra o e 2«* , così questa 
proprietà si esprime dicendo che l’ ordinata è una funzione 
periodica dell' ascissa. . . 

G7. Per riguardo al coseno, siccome eoa ar = sen 

è chiaro abbastanza che la figura della curva espressa per 
l’cqimzionc y = cosa?, è nella sua totalità perfettamente la 
stessa che la precedente , non trattandosi che di portare piò 

indietro l’ origine delle x per l’ intervallo 

FU. Differenziali successivi delle fmzimi 

di più variabili. ! 

r>8. La nozione dei diffcrcoziali di ordine superiore esten- 
dosi raciimcnic alle funzioni di più variabili , perchè la dif> 
reren/.inzione di queste funzioni si esegue sempre operando 
separatamente per rapporto a ciascuna delle variabili. 

Sia in primo luogo , come nel n.° 4 ^ , la funzione 

2=/(a:.,y) 

delle due variabili indipendenti x ed y. Si è quivi mostrato 
che il differenziale Male di primo ordine di questa funzione, 
espresso da 
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è la somma dei due differenziali parziali— dx , c ^ dy, 
presi rispettivamcnle cousideraodo come variabile óra x sola, 
ora V sola : e le funzioni di x ei v, indicate da ^ c 

^ dx du' 

sono i coelikienti diQenmziali parziali di primo ordine della 
funzione z , presi rispettivamente per rapporto ad a: c (ku- 
rapporto ad y. 

Ora r operazione della diBerenziazione si pu5 egualmente 
applicare all'espressione di dz, in cui dx e dy si riguar- 
dano come fattori costanti; e per trovarne il diucrenzial to- 
tale , basterà applicar di nuovo a ciascuna delle parli com-' 
ponenti quell’ espressione il principio : clic il difierenzi;(l to- 
tale pareggia la somma dei ailTereDztali parziali. Peiebè dun- 
que il risullamcnto di questa nuova diBerenziazione cliianiasi 
differenziale telale di secondo ordine della funzione pri- 
mitiva z , e si indica semplicemente con (Pz , l’ espressione 
di questo diSerenziale di secondo ordine sarà dn principio 

Ma siccome abbiamo già rappresentato nell' articolo prcco- 
dente il coeOicienlé differenziale 


dz 


con 


conduce a rappresentar similmente 




i' analogia 


//* 

^dx 

~dy 


con 


df- 



dxdy ’ dx 


d'z 


— ; - con 


d^z 

dydx 


dy 

« -7^- 

dj 


con 


dy' 


dunque in luogo dell’ espressione precedente avremo 


o pure , se si vuole 




d^z 

dx'' 


+ (^+S) + 
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gì ) 

]n questa espressione del secondo differenziai totale della 
funzione z, il simbolo — rappresenta il coefficiente diffe- 
rcnziale di secondo ordine ddla funzione proposta , preso 
considerando come Tariabile la sola x. Il simbolo di> 

nota che da principio si è preso il coclEciente differenziale 
di primo ordine della funzione e riguardando x sola come 
Tunabile , c che poscia si è preso il coelEciente differenziale 
del risultato riguardando come variabile la sola y. Per con- 

trarlo -r-7- dinota che prima si è trovato il coelffcieale dif- 

ferenziale di primo ordine di z per rapporto ad y , e poi si 
è preso il coefficiente differenziale del risultato per rapporto 
d*z 

ad X. Finalmente — ^ esprime il cocfficicatc differenziale di 

secondo ordine di z , considerando come variabile la sola y. 
69. Frattanto noi andiamo a provare che i due coefficienti 
d^z d^z 

differenziali -r-r e -r-r sono di necessità eguali fra loro. 
€txdy dxjdx ° 

Difatti , richiamando le nozioni presentate nei numeri 4^ e 
seguenti , abbiamo che ^ il limite al quale si avvicina 

fs — /(g,y) 


Ax 


Ax 


d’z 


n misura che Aar impicciolisce , c che perciò sarà il 
limite verso cui tende 


A® Z 


/(x-i-Ax ,y-t-Ay) —f(x ,y-t-Ay) 

àìT 


/(g+Aj,y) — (ar,y) 
Ax 


AxAtf Ay 

a misura che Aar e Ay convergono verso Io zero. Parimen- 
te) essendo ^ il limile al quale si avvicina 

Ay Ay 
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rf *5 


mcnirc Ay tende a divenir nulla , sarà il limile verso 
cui tende 


irz 


/(a?-t-Aar,y) J{x,y-^^y)—J{x,y) 

Ay Ay 


Ax 


AyAx 

allorché Aar e Ay convergono verso lo zero. Dunque , non 
essendo quest’ ultima quantità diversa dalla precedente, anche 

: vai 




i loro limiti saranno eguali ed avremo . . . — , , , 

^ dxdy dydx 

quanto dire che in ogni finzione di due variabili, il 
coefficiente differenziate dt aecondo ordine preso per rap- 
porto a iiMe due è identicamente lo stesso , con qualun- 
que ordine siensi esse riguardate come costanti una dopo 
t altra ; cosicché l’ ordine delle differenziazioni non influisce 
punto su i risultati. 

Segue da ciò, che l’espressione del diflerenziale di secondo 
ordine delia funzione z può ricevere la forma più semplice 


dx' 


d'z = — dz* -f- 2 


d** , J , d*x , , 

dxdy dy , 

dy' 


dxdy 


70. L’operazione della diflèrenziazione può applicarsi egual* 
mente a questa espressione , c per avere il diilerenzial totale 
di terzo ordine di z si cominccrà dal differenziare ciascuna 

delle funzioni ~ per rapporto ad ar e per rap- 

porto ad y. Poscia si moltiplicheranno i tre differenziali così 

trovati per efe* , zdxdg , e rfy* rispettivamente, e dopo ciò, 
osservando che in virtù della proposizione dimostrata nel 
n.® precedente si ha / , i 


dh 


' dxdydx 

la somma dei prodotti ci darà 


e = 




dx* dy dy*dx ' dxdy* 


d^Z = 


3 


d\ 


-^x^dy-^ 3 -L^xdif-tr ^ dy^ 

dx dy dxdy^ dy 
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, Proseguoodo allo stesso modo si troverà in.gcaerole: d’'z= 

dx*-^n dsd^^dy-^ — </y": 

espressione la cui analogia con quella dello sviluppo della 
potenza intera e positiva di un binomio , è cosi manifesta 
che si può scrivere . , 




À patto di cambiare z/z” in d“z dopo lo sviluppò' della po> 
lenza. 

71. I casi nei quali le variabili indipendenli sono più di 
' due non ban bisogno di nuove considerazioni. Per darne un 
esempio sia ^ . 

2=/(»>ar,y). ' \ ' 

' Il dilTercnzialc totale di primo ordine sarà pel n.” 4-i 

dz=a.~ dò ^dx + 

, dv \ d» dy ^ 

Difibrenziando poscia questa espressione, e ponendo mente 
che dv ,dx j dy debbono riguardfarsi come fattori costanti , 

•e ciascuno dei tre simboli ~ come funzione delle 

dv dx dy ^ 

tre variabili indipendenti si troverà pèr diiTerea- 

zial totale di secondo ordine 

In generale si può scrivere 

t 

a condizione che dopo lo sviluppo si volti dz" iu d"z. 
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Vili, Differenziali suecessivi‘ delle funzioni • 
implicite. 

72. Sia , come nel n." 43 , 1’ equazione 
/(ar,y) = o, 

dove ^ è la variabile indipendente , ed y una funzione di 
ar data implicitamente per virtù dell’ equazione. La quistione» 
riducesi a trovare in ed y , senza risolvere l’ equazione, 

r espressioni dei coefEcìenli differenziali ~ ^ ^ , ec. 

della funzione y. 

Quanto alla prima, abbiamo nel dialo numero Tequa^t 
àone derivata ai primo ordine , 

. • ^ 

= o , e per effetto di essa ^ 
dx dy da . \ ^ da i(f , 

Se ora si differenzia nuovamente questa equazione , aven- 
do presente che le funzioni indicate ^ ^ contengono 

ad un tempo le due variabili ar , y , e che « si dee riguar- 
dare come una funzione di ar, si troverà r equazione deri- 
vala di secondo ordine - I 

dxdydx dy\^ ) ' <&* ' 

da cui si cava , dopo aver sostituito per ^ il precedente 
valore , > , " 

^ ^ V- 2 ^ V 

dx* \ ^ ) dxdy dx dy \dx ) 

— 


(ir 


E similmente , per via di nuove differenziazioni, si trove* 
TMno le ultenon equazioni derivale che determinano le fun- 
aoni derivate o , eh è lo stesso , i coefficienti differenziali 
degli ordim superiori al secondo. 
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73. Le inedesinie nozioni si applicano ai casi, nei quali si 
avesse un maggior numero di equazioni e di variabili ; poiché 
tulio si riduce ad applicare il procediraenlo della dilTerenzia- 
zionc , adin di ollencre cosi l’ equazioni derivate di ordine di 
più in più elevalo, dalle quali poi si caveranno l’ espressioni 
dei coellicienli differenziali delle funzioni date soltanto iin- 
plicitamente. Noi dunque non aggiungeremo al caso prece- 
dente se non due altri , i più semplici dopo il medesimo. 

Nel primo supporremo cne si abbiano le due equazioni 

,y,z) = o, F{x ,y ,z)=^o, 

dove presa x per variabile indipendente, saranno^ e z due fun- 
zioni di questa variabile, date implicitamente per virtù deH’e- 
quazioni. Differenziandole una prima volta e poi dividendo per 
dx , avremo (n.° 27) l’ equazioni derivate di primo ordine 


dx~^ dy dx~^ dz dx * dx' dy dx~ dx dx ’ 
dalle quali coi noti metodi si dedurranno \tl x ,y e z 


dfdF^^Jf ÌE.M—ÉLÌE. 

dy dx dx dx dx dx dx dy dx dy 

dx~"~ ^dF __d£ jf' dx ~ 

dy dx dy dx dy dx dy dx 

In seguilo differenziando un’altra volta l’equazioni preceden- 
ti, c poi dividendo per dx, senza perdere di vista che i simboli 


df ^ df ^ ^ ^ 
Hi' dy' dx' dx ' dy ' dx 


dinotano allreltanle funzioni di x ,y ,z, troveremo l’ cqua- 
aoni derivate di secondo ordine 


^ dxdy dx dxdx dx'j[y^\dx) ( 
dydx dx dx~^ ^.x\dx ) ' dy dx jg.» 


jg* ^ dxdy dx * dxdx dx fiy*\dx) 

^ dFd'y ^ dF d'z 

dydx dv d.r j-"- \dx / dy ~ dz ^j.a 
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dalle quali si carcranno al bisogno l’espressioni analiliche di 

in X , y e * , dopo aver sostituito per e — 

dx dx 


— e 


rft“ dx* 
i valori precedenti. 

Continuando allo stesso modo, si .ivmbljero ì coefficienti 
tJilferenziali degli ordini superiori delle funzioni // e z. 
ouppongliiamo ora che 1 equazione sia Una sola 

/( X , y , z ) = o , 

c che delle tre variabili x , y , z le due indipendenti siano, 
al solito , X ed y. I coefficienti differenziali parziali di primo 

ordine della funzione z , indicati dai simboli ^ c — si de- 
sumeranno dalle analoghe equazioni derivato parzialt^di pri- 
mo ordine ' * 

df , df dz 

dx dz dx ^ ^ ' dtj'^ dzl^ ” ( ’ 

date già nel n.“ 4,5. Qui dunque si tratta di ritrovare l’e- 

superiori, affin di po- 
terne dedurre gji analogia coefficienti differenziali parziali 
IVel secondo ordine questi coefficienti differenziali sono Ire 
(numeri 68, 69), e vengono indicati dai simboli 


d*z d*z __ d*z d*z 
dx* ’ dxdi/ dt/dx ’ dx* ‘ 

Or per trovare il primo è chiaro che bisogna far capo 
dall equazione (A) , la quale siccome contiene , se si dif- 
ferenzia di nuovo per rapporto ad x (tenuta colante la y), 
c poi si divida per dx, presenterà necessariamente — Così 

dx*' 

dunque operando, ed avendo presente che — c ~ son sim- 
boli di funzioni che in generale contengono x , y%, avremo 


dx* dxdz dx'j^a 



0 (AA'}. 


Il secondo dei notali coefficienti differenziali di secondo or 

IO 
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dt 


<1ioe può aTcreì egualmente (69) differenziando ^ per rap* 


dz 


porto ad 2^ , o pure differenziando ^ per rapporto ad x. 

Praticando dunque l'una o T altra di queste differenziazioni 
sull’ equazione (^) o sull* altra {Y) ■, avremo la derivata 
parziale di secondo ordine. relativa ai x q yi 


dxdy dydzdx dxdz dy' dx dy dz dxdy ' 

Finnlinenlc il lcr2o dei richiesti coefficienti differenziali es- 
sendo analogo al primo , avremo l’ equazione da cui esso 
può cavarsi differenziando per rapporto ad y l’ equazione 
( 1') , c poscia dividendo per dy ; ciò che darà 


+ + ^rr). 

jy-i dydz dy j.» Jy» dz dy* 

È chiaro adesso che sostituendo nell’ equazioni {^XX) ^ 
{XY) , ( YY) i valori ^ ® ^ io x , y , z dedotti dal- 

r equazioni (X),(Y), si potranno aver parimente inar,y,3 

d‘z 

l’cspressioni dei coefficienti parziali di secondo ordine ^ 

dx* 

li^y ~ ® ’ senza punto risolvere la proposta equa- 

zione f(x,y,z) = o per rapporto a z. 

I medesimi principi servono di guida nella ricerca dei 
coefficienti differenziali parziali di ordine più alto. 

IX. Cambiamento della variabile indipendente. 


74. Nel n.° 2 abbiamo indicato la necessità di distingue- 
re in ogni qublione le variabili indipendenti , ossia quelle 
i cui valori sono arbitrari , c le variabili che son funzioni 
di esse ; e queste nozioni sono state riprodotte nel n.® 43 . 
Le operazioni analitiche che costituiscono il calcolo differen- 
ziale sono essenzialmente fondate su tal distinzione , che 
suol’ essere conservala in tutta l’ estensione di tali operazioni, 
perchè le differenziazioni successive si cffelluiscono sempre 
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considerando come fattori costanti i differenziali delle varia- 
bili indipendenti, e facendo variare (com’è di ragione) i 
differenziali delle rimanenti variabili.. Nondimeno , adope- 
rando certe trasformazioni si può, nel. corso di un calcolo, 
sostituire nuove variabibi indipendenU a quelle da principio 
fissate. 

Per dare una idea giusta delle trasformazioni di cui si 
tratta , supporremo die la ricerca di una determinata fun- 
zione di X , concernente una data equazione tra a: ed y 
(come a dire una data curva), abbia avuta per risultamen- 

I ■ 

to una certa formula espressa in a: , w , ^ , — , — ; , ec. ; 

o pure che la risoluzione di un problema abbia data l’ equa- 
zione 

In amendue i casi la x , com’ è chiaro , si suppone presa 
per variabile indi pendente , e la y per funzione di x. Or 
questo essendo lo stato delle cose suppoughiamo che nella 
formola o nell' equazione F— o , la x debba cessare db 
esser presa per variabile indipendente , e che in sua vece- 
se ne prenderà un'altra indicala per t. Con ciò s’intende dire- 
che X ed y si riguarderanno come funzioni di t, senza ebe- 
per questo cessi di sussistere la dipendenza stabilita primi- 
tivamente fra queste variabili x ed y, nd caso della for- 
mula ; o quella che vicn determinata per virtù dell’ equa- 
zione F=o. La relazione fra / ed x e y debb’ esser data 
sia con una equazione fra / ed x , come ( / , x ) = o ; 
sia con una equazione fra / ed y , come 'P(/,y ) = o; 
sia finalmente con una equazione fra le Ire variabili , come 
n(/,x,y)==o. 

Ciò posto, è visibile che le funzioni espresse dai coefficienti 

differenziali ^ ec. contenuti nella data formola , 

o nell’ equazione F= o , debbano esser rimpiazzati da fun- 
zioni equivalenti, ma espresso mediante i coelficienti differen- 
ziali di X e di y presi per rapporto a /. Per ritrovarle os- 
serveremo semplicemente che quando x ò funzione di /, ed y 
è funzione di x , si ha , per la regola del n.® z4- , 
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li 


dy ds 
dj dt ’ 


da cui si cava 


dz 


dy 

di 

dx 

di 


espressione clic debb’ essere sosliluila a ^ nella supposta 

forinola , o nell’ equazione F= o. 

Questa prima espressione ci darà di mano in mano quelle 
dei coefficienti difTercnziali degli ordini superiori. Ditàtti , 
avendo riguardo che ora si considera t come variabile in- 
dipendente , e quindi dt come quantità costante ; se si dif- 
ferenzia per rapporto a / la seconda dell' equazioni prece- 
denti con applicare di nuovo al primo membro la regola 
del n.° 24, cd al secondo membro la regola data nel n . 29 
por le funzioni fratte , si troverà 


dx d*y dy d^ 



da cui si desume 


dz* 


dz d*y dy d*x 

* A* "a* 



Parimente differenziando i due membri di questa equa- 
zione colle stesse regole, e poscia dividendo per ^ , si avrà 


dx^' 



. 3 ^ 

’ 1 ?'' àt A* ** 

(?) 

* dx dy d^x 
dt dt di^ 

1 

t dxy 

[li; 



e così appresso. 

. ... dy d*y d^y 

75. Quest espressioni di ^ ec. si possono ren- 

' dx dx* dx^ 

derc più semplici , sopprimcndoTÌ il di che racchiudono allo 
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stesso grado nel numeratore e nel denominatore , purché 
dopo ciò non si perda di vista che le due variabili or ed y 
son considerale come funzioni di una terza variabile. 1 sim- 
boli frazionari che per tal mezzo si ottengono , cioè a dire 

dy dxd^y — dyd^x 


dx^ d^y — 3dxd“xd‘y-i- 3dyd*x'^ — dxdyd^x 
dx^ 

sono visibilmente di grado zero per rapporto a d, avuto ri- 
guardo al significato convenzionale di ete*, dx^ , dx^, efe®, 
non che a quello del simbolo che per brevità tiene le • 

veci del quadrato di d^x. Inoltre essi per ciascuna equazio- 
ne tra X cd 1 / f equivalgono a funzioni determinale di x , 
sebbene la variabile /, di cui x ed y si riguardano come 
funzioni per efletlo di quell’equazione c dell’ altra fra / , a: 
cd y , si possa cambiare a volontà con quest’ altra equazio- 
ne ; e con ciò si vengano a cambiare puranche i diflcren- 

ziali dx , dy , d*x , rf*y , ^x , cf*y , ec. che in virtù delle 
due equazioni equivalgono (yS) ad altrettante funzioni di l 

moltiplicate per dt , , d^ , (*)• ... 

Da CIÒ risulta che se una espressione analitica in x ,y , 

dx , dy , d*x , d*y , ec. siasi trovata come risultamento di 


(*) Ciò si può veriGcare facilmente su qualsivoglia funzione esplicita di 


X , come y = ^ , y — log x ,y xx scn x , cc. considerando come va- 
riabile il dx nelle dilfcrenzìazioni successive , e si può anche chiarire 
per via di considerazioni geometriche : difalti , sia che una curva si 
costruisca trovando i valori di y immediatamente da quelli di x , me- 
diante la data equazione fra a: cd y ; sia che gli uni c gli altri si de- 
ducano dai valori di una terza variabile / , di cui a; ed y si faociano 
esser funzioni con supporre fra f , x cd y un’equazione arbitraria, la 
curva sarà la stessa ; la stessa sarà la tangente in ciascuno dei suoi 

punti, dalla quale sappiamo (8) che dipende il valore di ; Io stesso 


sarà il cosi detto raggio di curvatura, da cui a suo luogo vedremo di- 
d*u 

pendere il valore di — - : cc. 

d** . 
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qualche ricerca relativa ad uu’ equazione tra 2 : ed y, ossia 
ad una curva , ma siasi trovata mediante Ih considerazione 
dei differenziali anzi che dei coefficienti differenziali , c senza 
essersi tenuto costante il differenziale di veruna quantità va- 
riabile , o che torna lo stesso , senz’ aver fissala una varia- 
bile indipendente ; tale espressione non potrà veramente rap- 
presentare la richiesta funzione, e dovrà stimarsi affatto insi- 
gnificante se non sarà di grado zero per rapporto a e 
se di più non potrà ridursi a contenere saltando x , y , 

% , — , ec. mediante le «ole relazioni esistenti fra dx , 

, ra n d'y 

dy,drx,dry, ec. e ^ ^ , ec. 

Queste relazioni si esprimono con molta senmlicilà chia- 
mando , come nel n.° §4 , ^ , 7 , }* , ec. i coefficienti diffe- 
renziali di y. Difalti , stando alla definizione (49 , > ^3 ) 
di questi coefficienti , abbiamo 


dx 


=P 


dx 



ec. 


e quindi 

dy = pdx , dp = qdx , dq = rdx , ec. 


Ora prendendo i differenziali successivi della prima di que- 
st’ equazioni per rapporto a tutti i simboli che racchiude 
( perchè tutti variano con / ) , e nei risultali sostituendo i 

valori di dp ,dq , ec. troviamo per dy , d^y , d^y , ec. le 

seguenti espressioni in /> , 7 , r , ec. cte , d*x , d^x , ec. 

dy=pdx 

d^y = dpdx + pd'^x — qdx* + pd*x , 
d^y = dqdx* + zqdxd*x + dpd*x -f- pd^i 

=s refe’ + Zqdxd*x + pd^x , 
ec. 



Dunque colla sostituzione di ^esti valori di dy ,d*y ,d\, oc. 
l’espressione analitica di cui più sopra era discorso, dee ri- 
sultar libera anche dai simboli dx , d*x , d^x , ec: senza di 
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che non sarà buona a rappresentare veruna funzione Gni* 
ta di X. 

A questo segno si riconoscerà subitamente , per esempio , 
che deile due formole 

S 

{dx*-^dy* )* ^ d*x ( dx ' -t- dy* ) ^ 

dxd* y — dyd*x ^ dx{ dxd^y — dyd^x ) 

la soia prima può esprimere una funzione determinata di X', 
perchè sosGtuendo jocfcr , e gdx“ -j-pcl’x in luogo di </y e 
efy , divengono rispettivamente 

( * -+-p“ y , ( > -<-;>* ) d’x 

76. Ma se contrario siasi riguardato come costante il 
differenziale di una variabile /, data in xed y mediante una 
equazione fra / , ^ ed ^ , si potrà esser certo che l’ espres- 
sione analitica in parola , solo che sia di grado zero per 
rapporto a d , rappresenta una funzione determinata e Gnita 
di X ; perchè mediante la detta equazione, e la proposta fra 

a: ed y , i differenziali dx , dy , d^x , d*y , ec. si possono 
esprimere (yS) con altretUintc funzioni di / , a: ed y, molG- 

E licate pei fattori di , dt^ , ec. i quali nella sostituzione deb- 
ono svanire necessariamente , atteso il grado zero dell’ e- 
sprcssione rapporto a d. 


(*) Un seomclra distinto. Carmi ^ e quel che più rileva, nn geo- 
metra che na profondameote studiato il metodo infinitesimale , ha dato 
questa forinola per espressione della cotangente trigonometrica dell* an- 
golo che, in una curva qualunque, ti contiene dalla tangente e dalla 
retta che unisce il contatto col punto medio di una corda, parallela ed 
infinitamente vicina alla tangente ( Géomélrte de Position, pag. 4-77 )• 
Poiché dunque una tal formula non vale ad esprimere funzione alcuna, 
ciò prova per lo meno che nelle ricerche difficili, e che esigono la con- 
siderazione di quantità infinitesime di vari ordini, il metodo infinitesimale 
non è sempre la ^uida più sicura. Difatti col metodo più rigoroso dei 
limiti o dei coefficienti diOerenziali , il detto angolo si trova dipendere 
ad un tempo dai coefficienti differenziali di primo , di secondo e di 
terzo ordine. (Vedi le ricerche analitiche etula simiylianza delle cur- 
ve ec. Napoli i8aS ). 
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E se la variabile /, o anche solo disia data esplicilamcnie 
in a: ed y , le prcccdcnli equazioni {A) unitamente alle al- 
tre rf*/ = o, rf*/=o, cc. che nascono dall’essere di co- 
stante, basteranno a ridurre l’ espressione di cui si tratta 
in X ,y ,p , a ,r , ec. Cosi per esempio , la formola notata 
come insignificante , non sarebbe più tale qualora si suppo- 
nesse trovata nella ipotesi che j/ dx* dy* fosse costante, 

perchè ne seguirebbe 

d. ^ dx' + </y“ = o , ossia dx(Px + dyd*y = o , 


e quindi sostituendo in quella formola i valori di dy , d'y 

e d^x dati per questa equazione c le due prime equazio- 
ni il risultamento sarebbe scevro da simboli differenziali. 

Simili osservazioni , e simili risultamenti han luogo ancora 
quando una formola , o pure un’ equazione contiene più fun- 
zioni cognite o incognite di x coi loro cocfHcienti differen- 
ziali ; e merita particolare attenzione il caso che queste fun- 
zioni siano due , y e z , perchè si riferisce in geometria alle 
curve esistenti nello spazio. Allora l’espressioni dei coefEcienti 
dz d^z 


differenziali , 


, — r , ec. si deducono da quelle tro- 


vate (74) 




per^ ^ _ 


ec. cambiando y in z ; e detti 


per semplicità P, Q, lì , ec. quei coclBcienti differenziali , 

le relazioni tra P, Q, P, ec. e i diflerenziali dx,dz, d'x , d^z, 

d^x , d^z , ec. si deducono parimente dalle relazioni (A) cam- 
biando y in z, e ec- in P, Q,R, cc. Quindi per virtù 
dell’ une e deH’altre relazioni dovrà tornare espressa in ar , y , z, 
p ,q ,r f ec. P, Q , lì , ec. ogni espressione di x ,y , z , 


dx ,dy ,dz , d^x , d^y , d*z , d}x , d^y , d^z , ec. che rap- 
presenta una funzione determinata di a: , c che non presup- 
pone alcun differenziale costante. Ma per rappresentare una 
simile funzione, basterà che la formola sia di grado zero per 
.rapporto a d , quando si presuppone che un differenziale qua- 
lunque di , dato ia X ,y , z ,dx ,dy e dz , sia costante ; 

poiché allora l’ equazioni rfV=o, d^l=i<), ec. che emer- 
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gono da tale ipotesi, di unita alle dette relazioni basteranno 
a liberarla dai simboli dilTcrenziali. Cosi per esempio, sup- 
ponendo di = ^,dx^ + dif -{• dz^, i* equazioni d*l = o , 
d^l = o , ec. vengono espresse nel seguente modo: 


dxd^x dijd^y dzd^z = o , 

d*x^ -f- + d^z^+dxd^x -+• dyd\j dzd^z — o , 

ec. 


'l’j. Ritornando all’equazione F=o del n." 74., siccome è 
importante die dopo il cambiamento della variabile indipenden- 
te X nell’ altra /, mediante la sostituzione dell' espressioni di 

^ > — 1 — T > ec* date nello stesso n.“ , se ne faccia sparire 

dx‘ dx\ 

una delle variabili primitive x ,y , conviene ebe vediamo 
come si possa raggiungere questo scopo. 

Se per fissare la variabile indipendente l si abbia l'equa- 
zione ^ ( / , ^) = o fra / ed a: , si potranno rimpiazzare, 
nell’ equazione F= o , la variabile x e i suoi coefficienti 
differenziali, coi valori dedotti dall’ equazione $ = o median- 
te il metodo esposto nel n.“ 72 ; e cosi resterà eliminata la 
variabile a: , e 1 ’ equazione F = 0 conterrà solo / , y , 

^ , ec. Parimente , s’ è data una equazione 

dt ' dt* dt^ . 

i' ( / , y ) = o fra / ed y , si potranno eliminare dall’ eijua- 
zione F=o la variabile y e 1 suoi coefficienti differenziali, 

ed il risultato non conterrà che / , a? , $ , — , , ec. E 

dt I dt' d^ 

se fìnalmcnte si supponga data un’equazione II (/,ar,y) = o 
fra le tre variabili , si potrà eliminare a volontà x o pure y; 
poiché quest’ equazione, e le sue derivale successive prese per 
rapporto a / ( ossia riguardando a: ed y come funzioni di /) 

j dx d'x . dy d^y 

daranno 1 espressioni di a: , , — , ec. in y , ^ , ec. 


e viceversa. 

Se , per esempio , la relazione fra / e le altro variabili 
consistesse nell’ equazione semplicissima y = ^ , si avrebbe 

‘ ir 
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i ^ — O ^ — 0 oc 

i , — o , — — o , oc. 

<11 dl^ dl^ 

c le forinole Jel n.” 74 divcrrcbbero{scrivcndoy inluogodi/) 

d^x 


dx 


i_ ^ 

' £* ’ rfj:® ' 

dy 




ilx \8 ’ 


ilx^ 


„ / d^x V dx 

Hv/ 


(I) 

dx d^x 


<¥ 


( dx \o 

'dyì 


OC. 


Queste son dunque J’ espressioni die sì debbono surrogare 

ai coefficienti difTerenziali %- , , cc. quando in una 

dx-^dx^ 

forinola o in una equazione tra x ,y , e i detti coelficienli, 
avendo prima supposta y funzione di ar, vogliasi poscia con- 
siderare X funzione di y. 

Da ciò nasce che esse conducono immediatamente ai dif- 
ferenziale delle funzioni inverse. Coà l’ equazione 

y=.lx ci ha dato (20) ^ » 

quando y si è presa per funzione di x. Se dunque per con- 
trario vogliasi riguardare x come funzione di y , si rim- 
piazzerà 

(/» j , I ___ I 

^ con ^ , onde sarà - ì g ~ — ^ • 


dx 

dy 


dy 


cioì; a dire , scrivendo per x il suo valore in y , egres- 
so da d' , 

rf.«y 


I dy 

Similmente l’equazione 

y = senx ha dato (23) ^ = cosar, 

QX 
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(^uaodo si h presa x per variabile indij^ndente. So duuque 
SI voglia che la variabile iadipendenle sia y, bisognerà porte 

~ = cosx f da cui risulta — = -i— ; 

ay caax 

dy 

doc a dire , scrivendo arcseny^ in luogo di a: , c V/i w* 

in luogo di cos X , 

d. are sea u i 

. VT^* 

78. ^ considerazioni del n.° si applicano ancora ai 
casi ne' quali vi ha più variabili indipendenti. Abbiasi per 
esempio una formala, o pure un’equazione Ira. 


di di d‘z d‘z d*z 

^ f y > ^ ì ^ > t: > — r > ~ j > — , ec . 
dx dy ìj» dxdy 

dove X ed y esprimano due variabili indipendenti , c z una 
funzione di queste variabili ; e supponghiamo che vogliaosi 
prendere Mr variabili indipendenti e y in vece di x od y, 
colle quafi sono ligate per virtù di due equazioni. Siccoiuc 
in questa ipotesi tanto x quanto y si tengono funzioni di u 
e V , mentre z non lascia di essere funzione di x ed y , 
avremo per ciò che si disse nel n.“ 26, l’ equazioni ’ 


(Th ^_^d^.dz.dy 
dn dx du dy da ' ” rf» dx do~^ 

dalle quali per le note regole della eliminazione si desumono 

• I * 1 * 

I valori di ^ 

dx ay 

Per passare all’ equazioni che servono a trovare l’ espres- 


sioni di 


d‘z d^z 


d‘z 


’ dxdy dydx 


d‘z . , dz dz 

e , osserviamo che -r- e -r- 

dy* dx dy 


dinotano funzioni che in generale contengono- ad un tempo 
le quantità a: ed y , le quali variano tutte due al variare- 
sia di u , sia di y. Quindi , per lo stesso citato n.“ 26' , 
r equazione { 1 }) differenziata rispetto di u ci darà 


de éu* d\j ,igi\du) ~ dxdy dudu jyi\lu) 
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La nicdosima equazione [U), difTerenzialà per rapporto a r, 
o pure 1 ’ e<|iiazione {V), dilferenziata per rapporto ad u , darà 


d*Z 


dudv 


dz d^x , rf* e/®y , rf*r dx dx . dy dy 
' dx dudv dy dudv du dv jy» du d» 


+ 


d‘z / dx dy .dy dx\ 
dxdy \ du dv du dv / 


Finalmente T equazione (F) , differenziata rispetto di r, 
darà 


dU _ dz d’x 
dv* ~ ^ dv* 


dx 

dy dv* 


d*z /dx\* 
dx* \d») 


tPz dx dy d*x / 

dxdy dv dv jyX \dv/ 


E queste sono le tre equazioni dalle quali, dopo avervi so- 
stituiti i valori ^ ® ^ precedenti, si pos- 

sono all’ uopo desumere per le regole cono^iute i valori di 

rf“a rf*z </®z 
dx* ’ dxdy ’ dy* ' 

Potremmo similmente cercar T equazioni, dalle quali dipen- 
dono i valori dei coedicienti differenziali del terzo ordine , 
e degli ordini più elevati ; e gli stessi principi servono di 
guida nei casi di un numero maggiore di equazioni e di 
variabili. Ma sarebbe superfluo lo spingere più innanzi la 
ricerca di queste formole generali , convenendo meglio nelle 
applicazioni di operare sulle speciali espressioni analitiche y 
die si presentano. 

79. Il cambiamento della variabile indipendente ha luogo 
sopra tutto nelle applicazioni del calcolo diffe/cnziale o inte- 
grale alla geometria ,' quando si vuol passare da un sistema 
ai coordinate ad un altro. Ammettiamo , per esempio , che 

- ri- *1 dy d*y 

in una formoia o m una equazione tra ar , y , ^ ^ , ec, 

dx da^ 

a? ed y rappresentino due coordinate rettangolari OP e PJf 
(yfy. sJ) , e che si voglia sostituire ad x l’angolo u com- 
preso dal raggio vettore OM coll’ asse delle x positive. Sarà 

tan«s=z^ , 

X 

c questa equazione, differenziata più volte di seguilo per rap- 
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porto ad u , di cui x Gà. y si ritardano come funzioni 
( in yirtii delle due equazioni ) , darà altreltante equazioni 

che do^ 


dalle quali si caTeranno i valori di -y , , ec. 

^ da' 


vranno essere sostituiti a ^ , ec. nelle formole del n." 

* dt' 

I !.• j • j . 

74 , cambiandovi ad un tempo ~ , — - , ec. in . 

. ^ * A» 

ec. E i valori che prendono per tal mezzo i coeQlcienli dif- 
d 

ferenziali ^ ec. sostituiti nella formola o neH’equazione 

dis 

proposta, i risultati verranno espressi in « , y , ^ ec. 

Se poi si voglia cambiare inferamente il sistema delle coor- 
dinate , sostituendo ad a: e y le coordinafe polari, cioè a 
dire l’angolo u , ed il raggio vettore OM che dinoteremo 
con p ; e dippiù si voglia prendere u per variabile indipen- 
dente , si porranno ad un tempo le dìie equazioni 

ar == p C08 M , y = p sen « , 

che nascono dal considerare il triangolo rettangolo OPM, e dal- 
le medesime si caveranno i valori di ^ ec. ^ , — , 

da' da* 

ec. i quali sostituiti nelle formole del n.” •ji, in luogo di 


dx 

di 


d'x 


dy 


— , ec. ci daranno i valori di ^ , 
dt' ^ 


~ , ec. in « , p , ^ , — , ec, E dopo' ciò , non resterà 

dx' ^ flu da' 

che a sostituire quest’ ultimi valori nella formola, o nell’equa- 
zione proposta. 

Parimente , se in una formola o in una equazione tra 

, y , 2 , ^ ^ , ec. le variabili x , y e z dinotino le 

coordinate rettangolari OP, PQ e QIH (.fig- 23 bis) di un 
punto Resistente nello spazio, ed alle medesime si voglia- 
no sostituire le coordinate polari p ,v ed u che dinotano 
rispettivamente il raggio vettore MO, l’angolo MOZ che 
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^csto raggio comprende con una retta Essa OZ menata per 
1 orìgine delle coordinate , e T angolo QOX compreso dal 

E iano di queste due rette con un piano fìsso ZOX menato per 
\ seconda ; e se inoltre si voglia che le variabili indipendenti 
siano u e t; in vece di a; ed y , si porranno l’ equazioni 


2r=:psenncosu,y = pseot7 sen u ,z = p cosv y 

che si deducono facilmente dai triangoli rettangoli MOQ y 
QOP. Indi , riflettendo che z si considera come funzione 
cognita o incognita di ;r ed y ( secondo che trattasi di una 

formola, o di una equazione proposta in ar , y , z , ^ ^ , ec.) 

le medesime equazioni si differenzieranno una volta rispetto 
di u , p , a: , y , z , avendo per costante v ; ed un’ altra volta 

rispetto di o,p,a:,y,z, tenendo per costante u. E sosti- 

. , . X . ax dy dz dx ày d:t . . , 

luendo 1 valori d. ^ ^ , - , - , | ^ che per tal mez- 

zo si ottengono (e che qui sarebbe inutile a notare) in quelli 
di ^ e che si traggono dall’ equazioni {U\ e {V) del 

n." 78 , quest’ ultimi risulteranno espressi in u , v , p , ^ 

OJ •••• 

e -X conforme si dimandava. 

dv’ 

Allo stesso modo y differenziando l’ espressioni di ^ ^ * 

^ ^ ^ ^ , una volta per rapporto ad , ed un'altra 

volta per rapporto a 0 , si avrebbero l’ espressioni di — , 

du“ 

f j 

I T7 » et® sostituite nei valori dei coelHcienti dif- 


du‘ 


ferenziali > — — > desunti dalle tre equazioni deriva- 

gli dxdy dy* 

te di secondo ordine scrìtte nello stesso n.” 78 , darebbero 
r espressioni di questi coelficieuti , p , ^ ^ ^ , 


d't d\ 


dvkdv 


A* 
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Ila cambiamento di variabili iadipendeOH , adoperato in 
varie applicazioni importanti, è quello che si ottiene per le 
equazioni 

a? = e sen « cos p , y = i sen « sen t> 
dove ned esprìmono date quantità costanti , e le nuove 
variabili indipendeuti debbono essere gli angoli « e p in 
vece di x ed y. 

È chiaro che in tal caso i valori dei coefficienti differen- 
aiali di x ed y, dd primo ordine e degli ordini successivi , 
rispetto di u solo , di p solo , e di u c p insieme , debbo> 
no risultare semplicissimi , per essere il coefficiente diOercn- 
ziale del seno eguale al coseno , e qudlo del coseno eguale 
a meno il seno. 


X, Formole^ o teoremi^ di Taylor e di Stirliny, 


8o. La considerazione dei coefficienti dilTerenziali o delle 
funzioni derivate dei diversi ordini , somministra i mezzi di 
sviluppare una funzione qualunque di una variabile , e il 
valore che assume quando la variabile riceve un aumento , 
in una serie ordinata secondo Je potenze intere e positive 
della variabile , o del suo aumento. Sia la funzione proposta 

y=/(a?): 

ritornando alle nozioni presentate nell’ articolo VI , e conti- 
nuando il quadro del n.° So , dal medesimo con semplici 
sostituzioni si dedurranno per valori corrispondenti di or cd ^ 


X 

x+ ^x 
x+3Axi 


y =y 

Vi =y + Ay 

yi—y + -f- ù?y 


Questa espressione di y^ è indipendente dalla natura del- 
la funzione , e può esser formata ogni volta che per ipotesi 
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i valori della funzione, corrispondenti ai valori + Aar, 
x-\- 2 ^x . .x-\-nùkX della variabile, non sono di gran- 
dezza inrinita. Se dunque ponghiamo la medesima espres- 
sione sotto la forma 








rn— J/ • • 2 - » • 2.3 

o meglio ancora sotto la forma 


A-'y-h- 


•-t-A"y, 


Vn^y + ni^x. ^ + 


*y , 


(-0 






àx* 


(flAar)*(‘ »)C* a) 


2.3 


Aa:’ 


+ •••• + ^”y » 


questa equazione dovrà sussistere, nella suddetta ipotesi, qua- 
lunque sia la grandezza attribuita all’intervallo costante Ax, 
e qualunque sia il numero n. Ora facendo rimaner costante 
e (li grandezza qualunque l' intervallo nAx ( che separa i 
valori di x ai quali corrispondono i valori y ed della 

funzione ) , se suppongliiamo che Ax diminuendo di più in 
più divenga cfx, il numero n crescendo in simil modo diverrà 

inCnito : e cosi da una parte i rapporti — , ec. 

AX* AX* Ax* 

si cambieranno nei cocIBcienti differenziali ^ , — , — , ec. 

</x* dx^ 

e da un’altra parte le frazioni i , i ,ec. sicam-> 

* t% .n 

bieranno nell’ unità. Dunque ponendo per brevità nAx = 4, 
r equazione 

darà per conseguenza quest’ altra 

/( a? + 4 ) =y -f 4 -f- — -t- — ^ -t- cc. i 


dx • i dx* 

che sovente si scrive sotto la forma 
J\x-irh) =/{x) -f- 4/ (x) -f- (x)-h (x)-hcc, 
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Questa k la forinola di Taylor, cosi della dal nome del- 
r autore; e la si dee riguardare come il principale elemento 
del calcolo diflerenzialc , e delle sue applicazioni. Essa d’or- 
dinario si prolunga airinGnito, ma i suoi termini sono in 
generale di grandezza finita, quando i valori di f{x), cor- 
rispondenti ai valori di x compresi tra x ed x -{• h, sono di 
valor finito. 

8i. Ponendo x = o nella forinola di Taylor , e dinolan- 

, </yo 

do con — , 


— 5 - , ec. i valori particolari c co- 
dx^ 


m ^ J 

stanti , che prendono in tal caso le funzioni y > ^ ~ i 


dx^ 


cc. SI ottiene 


dyo . A* 


/(/,)=y.+A^+--^ + 


a . 3 


dr^ 


-f- oc. 


o vero , cambiando 4 in or , 


/(®)=yu + 



a* d*yp d^yo 
a a-3 dx^ 


ec. 


Quest’ altra formola fu data da Slirling, e d’ ordinario è co- 
nosciuta sotto il nome di serie di Maclaurin , cui si è ge- 
neralmente attribuita. La medesima , seguendo la notazione 
di Lagraiige , si scrive più semplicemente così 


f{x)r=fo) + Tf (o) + ^/»(o) + (o) + ec . 


La formola di Taylor e quella di Slirling servono a svi- 
luppare una funzione di x -V ? o di or sola, in una serie 
ordinata secondo le potenze intere e positive di 4 , o di x. 
Amendiie queste serie ^come già l'abbiamo detto riguardo 
alla prima) d'ordinario si prolungano all' infinito; ma le 
funzioni razionali ed intere di x essendo composto di termi- 
ni della forma ax ”* , ed in questi il numero m essendo in- 
tero e positivo , tali funzioni producono, soltanto esse, delle 

serie finite ; perchè i coefficienti differenziali di ax” , di or- 
dine superiore a\V metimo son nulli (56). 

12 
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82 . Non essendovi condizione die limiti il valore di 4 o 

quello di x nelle formolo di Taylor c di Slirling , è conse^ 
guenza notabilissima di esse che la funziono y si può ri* 
guardare espressa e data in tutta la sua estensione, quando 
per un sol valore di x si conoscono il valore della funzione, 
e quelli degl’ infiniti suoi cocllicienti diflcrenziali. Difatti , 
supponendo noti i valori che prendono /(t) (x) ,f" (x) , 

cc. quando alla variabile x si dà il valor articolare a , 
se si voglia conoscere, inedianfc la formala di Taylor , il va- 
lore di J'(x) quando la variabile x riceve un altro valor 
qualunque 4 , si porrà in quella formula 

x = a , cd x-j- à = ò ; d’ onde h = b--x = b — a, 
ed il richiesto valore sarà 

Quanto poi a dedurre l’espressione di f{b) dalla formula di 
Slirling , ò evidente che basta sostituire 4 ad a: in questa 
formola , oppur zero ad a nella serie precedente. In un modo, 

0 nell’ altro si ottiene 

/(4) =/(o) + 4/'(o) + ^/»(o) + ^/"'(o) -f ec. . 

83. Bisogna nondimeno osservare che le serie 

/(I) + */(i) + i'/V) + 

/(o) + ;r/'(o) + + ^/'" ( 0 ) + ec. 

non sono veramente uguali alle rispettive funzioni J'{x-^-A)f 
, se non (quando son converyenli , cioè a dire quando 

1 valori ottenuti considerandone un numero di termini di più 
in più grande , avvicinansi ad un certo limile ; o che torna 
lo stesso , quando si possono assegnare due limiti , vicini 
uno all’altro quanto si vuole, e fra i quali il valore otte- 
nuto si trovi sempre compreso , comunque grande sia il nu- 
mero dui termini della serie che si considerano. In alcuni 
casi la convergenza di una serie c manifesta: cosi avviene, 
per esempio , quando i termini diminuiscono , e sono alter- 
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namcnte positivi c negativi ; cioè a dire quando la serie è 
della forma 

C — B E — F +CC. 

e si suppone A'^ Z>> E'^ F . . . . 

In tal caso il valore della serie indcllnitaincnlc prolungala 
si può slimar compreso 

tra et! A — B , o pure tra A — ed A — B 6’, ce. 
perchò nulla impedisce di scriverla sotto le forme 
A—{B—C) — {D—E)—cv., 

A—B-\- ( C— D) + ( E— F) + oc. 
A—B-k-C — {D—E) — oc. 

ed allora essendo positivi i binomi chiusi nelle parentesi , 
è chiaro che il valore di tutta la serie è minore di A, mag- 
giore di A — B, minore di — B C , cc. i qu:di ri- 
sultati dillorlscono sempre meno un dall’ altro. 

Quando i termini hanno il medesimo segno , la serie è 
convergente se essi son minori dei termini corrispondenti di 
una progressione geometrica decrescente , essendo dimostrata 
negli clementi dell’ algebra la convergenza della serie rap- 

S rescntala da questa progressione (*). Per contrario si terrà 
ivergentc ogni serie i cui termini sono maggiori di quelli 
di una progressione geometrica crescente , perchò l’ insieme 
di questi , a misura che se ne considera un più gran nu- 
mero può giungere a sorpassare qualunque limile. In gene- 
rale , e necessario un esame speciale per conoscere se una 
serie sia o no convergente. 

84- Nell’ applicazione della serie di Taylor al calcolo nume- 
rico dei valori delle funzioni , c in generale quante volle si 
considera un numero determinato di lerniini di questa serie 
(come accade nelle appli.-azioni del calcolo differenziale alla 
geometria , alla meccanica , cd alla teoria del movimento 
del calore) , è cosa importantissima il poter valutare l’errore 
commesso per aver trascurali i termini scgiionli della .serie, 
o almeno il poter assegnare due limili fra i quali quesl’er- 
rore sia compreso. Or questa ricerca divien fucile mercè la 
seguente osservazione. 


(•) Si vegga, Ira le allrc , t’ algebra di Lacroix al n." «S.-j.. 
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Sia k = f{h) una tiinziouc (li h di valor nullo quando 
h = o-, dico potersi affermare che se da 4=o sino ad un 
altro valore qualunque , che per semplicità lasciamo indica- 
to dalla stessa h , il coelBciente differenziale — è sempre fi- 
nito e di segno simile a quello di à , la funzione f{h) sarà 
sempre positiva fra gli stessi limili; e sarà sempre negativa 
se quei due segni sono contrari (*). Difatti , potendosi con- 
siderare h come ascissa, e k=j{h) come ordinata di una 
curva, r enunciata proposizione equivale a dire che se l’or- 
dinata di una curva è nulla insieme con 1’ ascissa , la me- 
desima si manterrà positiva o pure negativa sino ad un al- 
tro valor qualunque dell’ascissa, secondo che per tutte le 
ascisse intermedie il coefiiciente differenziale dell’ ordinata , 
supposto sempre finito , avrà costantemente segno simile o 
pur contrario a quello dell’ascissa. Or questo deriva chia- 
ramente dalla nota del n.” 55. Difatti , si vide io essa che 
i valori algebrici delle ordinale crescono o decrescono al 
crescere diille ascisse , secondo che il coelHcicnle differenziale 
dell’ordinata ò positivo o negativo: h dunque evidente che nel 
caso in cui le ascisse crescono positivamente , non si potrà 
dire che l’ordinaLi cresca o pure decresca secondo che il suo 
coefficiente differenziale ò positivo o pure negativo , senza 
supporre che si conserva positiva in un caso e negativa ncl- 
r altro ; perchè il suo valor primitivo era nullo. Confrontando 
poi un’ascissa negativa e l’ordinala corrispondente, all’ascissa 
zero ed all’ ordinata parimente zero , dell’ ascissa può dirsi 
che cresca passando ad esser nulla dallo stato negativo ; 
quindi per potersi dire che quando il coefficiente differen- 
ziale dell’ ordinata è positivo , anche quest’ ordinata cresca 
andando a zero , è forza ammetterla negativa. E similmente, 
per poter dire che diminuisca andando a zero , quando il 
suo coelficientc differenziale' è negativo , convien supporla 
positiva. 

Bisogna però osservare che la proposizione di cui si tratta 


(•) Secondo r autore il segno del coelHcienle difTerenziale debb’ es- 
sere positivo nel primo caso, c negativo nel secondo ; ma allora per 
r esattezza della proposizione conviene che h sia positiva, e cosi la propo- 
sizione medesima rendusi più limitata in se stessa e nelle sue applicazioni. 
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può essere in difetto, quando nell’ infervallo da zero ad h 
il coefHcicnle dinerenzialc diviene infìnito ; perchè anche 
liclla noia da cui l’ abbiamo dedotta , questo coefficiente si 
suppose tacitamente Gnito. Ne abbiamo un esempio nella 

funzione semplicissima k = ^ , che rappresenta la cur- 

va della Ggura i8 , riferita agli assi Oh , Ok , e che ha per 

coefficiente differenziale — = : questo coefficiente 

dà (à-i)\ ^ 

è sempre negativo, ma quando h=i diviene inOnlto. Ora 
è visibile che la funzione , o che torna lo stesso , l’ ordinata 
della curva di negativa diventa positiva nell’intervallo da 
4 = 0 . ad 4> I. Del resto, dovendo la circostanza del coef- 
Gcienle differenziale inGnito esser prodotta dal ridursi a zero 
qualche divisore di esso, a motivo che 4 si suppone Gnìla; 
Mtrebbe dirsi, almeno in certo modo, che il medesimo coef- 
peieute non conserva in realtà uno stesso segno nell’ inter- 
vallo da zero ad 4 , perchè lo zero si può considerare in- 
dilfcreatemenle come positivo o come negativo , e tale per 
conseguenza si può anche riguardare il valore inGnito del 
coefficiente differenziale. 

. In ogni medò non mancano dei casi nei quali sussiste (*) 
la verità della proposizione , anche quando il coefficiente 
differenziale , ritenendo uno stesso segno , diviene inGnito 
nell’ intervallo da zero ad 4 , e possiamo togliere ad esempio 
5 

la funzione 4 = i + \/h — i. Questa corrisponde alla cur- 
va della Ggura i6 , riferita agli assi Oh ed Ok , ed il suo 

coefficiente diflbrenziale ~=— — ? , che è sempre po- 

silivo , diviene inGnito quando 4 = i ; ma ciò non ostante 
la funzione, o l’ordinala della curva, resta positiva ncU’in- 
lervallo da4 = oad4>-i. È per altro notabile che nel- 
r esempio attuale l’ ordinata corrispondente al coefficiente dif- 


(•) Le parole dell’ autore: celle propostlion ne subsislerail plus , 
potrebbero indurre a pensare diversamente. Per questo abbiam creduto 
dover usare altro modo di dire , ed in conferma aggiungere un 
esempio. 
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icrcnzialc infinUo , ò finila ; laddove noli' esempio precedente 
infinita insieme con questo cocUicicntc , ed appartiene 
ugualmente alla curva quando si riguarda come positiva, e 
quando si riguarda come negativa. 

8 i>. Ciò posto , suppongliiaino che si voglia sviluppare la 
funzione J\x-\-h) secondo le potenze intere e positive di h, 
e che da principio non si consideri che il primo termine 
dello sviluppo. Supporremo dunque 

/( a? + /i ) =/( ar ) -f 4.n , 

dinotando con II una quantità incognita , la quale devesi 

. . d.f(x) . i » ■ 

avvicinare a — — - a misura che n si avvicina a zero ; e 
dx ’ 

ciò a motivo che la funzione f{x) dee variare di quanto 
è il suo differenziale, allorché la variabile x subisce un cam- 
biamento infinitesimo , almeno sintanto che il coelficiente dif- 
ferenziale ha valor finito (9). Trattasi di determinare due 
limiti P e fra i quali si trovi compresa la quantità II , 
e quindi sieno tali che si abbia 

o pure 

f{x-\-h)~-f{x) — hP':>o,f{x-^h)—f{x)—hQ*C.o. 
Or queste espressioni divenendo nulle quando h~o , ed il 
valore non che il segno di h essendo lo stesso in ambedue, 
per soddisfare alla detta condizione basterà che il segno di 
una di esse sia simile , c il segno dell’ altra sia contrario a 
quello di h. Dunque , in virtù del numero precedente , ba- 
sterà che i coefficienti differenziali delle medesime per rap- 
porto ad h abbiano segni contrari , e non divengano inu* 
nili da zero ad h. Avremo dunque in questo intervallo 


d.f{x-\-h) 

dh 


P>o, e 


d.f{x-^h) 

dà 


Q<o, 


e quindi , per adempiere queste condizioni , basterà prender 
per P il più piccolo, e per Q il più grande dei valori che 

^ume la funzione ^ ^ nel medesimo intervallo. 

Yogliansi ora considerare i due primi termini dello svilup- 

a dire: f{x)-\- 4 - ^ - —. Si determineranno pa- 


po , cioè 


rimeate i limili del resto della serie assegnando i valori, di 
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P c Q per modo che si abbia , qualunque sia il valore di hi 
/(x + A)>/(x) + 4Ì^+^P, 

. ■A=^ + l>)<nx) + hÌ^ + ^Q-, 

o pure , che {orna lo slesso , 

• f{x + h)-ft.x)-hÌJ^-^lp>0, 


nx+h)-f{x)-hiJ^-'^Q<o. 

Quest’ ultime condizioni , anche in virtù del numero prece- 
dente , saranno adempiute se , nell’ intervallo da zero ad A, 
i cocflicienti dilTerenziali delle due funzioni scritte nei primi 
membri , presi rapporto ad A, avranno valori baiti, e sarà 
costantemente i , 

ah dx ' dh dx ^ ^ 

Or quest’ altre funzioni , divenendo pur esse nulle quando 
A = o , si può loro applicare il medesimo principio , c le 
notate condizioni saranno soddisfatte se , da zero ad A , ì 
cocliicienti differenziali delle medesime rispetto ad A sano 
finiti , e si abbia , ^ > 


di' di' 


In questo caso dunque , per aver due limiti del resto deila 
serie basta prendere per valori di Pe Q il più piccolo ed 
il più grande tra i vìuori che assume il cocQìcienlc difierea- 


zialc di secondo ordine 


d‘.f(x-hh) 

dh* 


I 


nell’ intervallo da ze- 


ro ad A. 


'Proseguendo , com’ è facile , allo stesso modo si trova che, 
sino a quando i coefficienti differenziali non divengono infi- 
niti, è permesso sviluppare una funzione colla serie di Taylor, 
ed arrestarsi ad un termine qualunque , fissando i limiti del 
valore di quella parte della serie che si trascura. 

Frattanto noi osserveremo che i coefficienti differenziali 
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, ec. non difleriscono da 


dx ' 

— — — - , ec. se non in quanto la x di questi e nmpiaz- 

zata da ar + A nei primi. Dunoue i valori dei primi nei- 
r intervallo da zero ad h, non aiffcriscono parimente dai va- 
lori dei secondi nell’ intervallo da x ad x -1- A ; e quindi 
con più semplicità possiam dire, che il valore di tutta la serie 
di Taylor iquando se nc considera un numero qualunque n di 
termini , è sempre contenuto fra quelli delie aue espressioni 
. . df{x) . rfVT^) . aS d^J\x) . , Al* ■ 


rfg a ^a a.3 


a.34....|t 
Al* 


P. 

Q, 


a.3.4....(A 

dove P e Q esprìmono il più piccolo, ed il più gran valore, 

che può assumere il coeliiciente differenziale per tutti 

rfgi* 

i valori della variabile , compresi tra or ed ar -f- A. 

86. É chiaro da ciò che precede , che se nella serie di 
Taylor si consideri un numero qualsivoglia ft di termini , 
si avrà il valore esatto di tutta la serie aggiungendo loro 
Al* 


il prodotto di 


per una quantità compresa tra P 


a.3.4> • .(* 

e , la quale sarà uno de’ valori presi dalla funzione 
nell’ intervallo da x ad a:+A. Ciò si esprime scrivendo . 

.r/, i> X , z «/•/(*) L A’ «/*•/(*) . A® dKj{x)^ 
f{x+h)=J\x)+k-^+- -y- + 


+ 


dx 
Al*-* 


dx* 


dx* 


d^^.J{x), Al* rfl*.yr®-HA) 


a.3...(*— I » a.3...(* ^ 

dove 6 rappresenta un numero incognito, compreso tra zero 
e r unità. 

Alcuni geometri scrivono ancora l’ ultimo termine così 
Al* rfi*./(x...®-+-A) 


a.3. . .(* 
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afHnc d’ indicare che in questo termine si dee smtituirc ad x, 
dopo aver preso il notato coelEciente differenziale , uno dei 
valori della variabile compresi tra x eà x h. Questo valore 
è ordinariamente incognito ; ma ciò non ostante, adoperan- 


do quello che rende 




più grande che sia possibile , 


si ottiene un limile superiore dei valori di f {x h) \ ed 

adoperando quel valore di x che rende lo stesso coelEcicnte 
diQcrcnziale più piccolo che sia possibile , si ottiene un li- 
mite inferiore di quei medesimi valori. È dippiù k chiaro 


che se la funzione ^ è costantemente crescente , o co- 
stantemente decrescente da x sino ad a; -f- 4 , i limili di cui 


si tratta saranno appunto i valori di 




che corrispon- 


dono ad ar e a? 4 . 

87. Ponendo, come nel n.” 81 , ar=o nella formolo 
precedente , e nel risultalo scrivendo x in vece di 4 , si trova 


/(^)=/(o)+^/(o)+ ~f" (0) + —f" (o) + 


+ 




— I 


./O— 






■&\ùx), 


ove 6 esprime sempre un numero di valore ordinariamente 
incognito , ma compreso tra zero e Punilù. Dunque con que- 
st’ altra formolo si avranno due limili fra i quali ò necessa- 


riamente compreso il valore di f{x), sostituendo per J^^\^x) 
nell’ ultimo termine di essa il più piccolo ed il più grande 
di' tulli i valori che prende questo coeQicicnte differenzialo 
nell’ intervallo da zero ad x. 

88. Mediante l’ espressione del resto della serie di Taylor, 
che fu data la prima volta da Lagrange , sparisce ogn’ in- 
certezza relativa alla convergenza di questa serie. Difalli si 
può affermare che la serie sia di necessità convergente, ed 
abbia per somma J‘{x fi) , quando il valore del termine 
complementale 

U.3.4-..I* dx^ 

i3 
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può rendersi minore di ogni quantità data, prendendo per pt 
un numero conrcnerol mente grande. Altronde si può nota* 
re che questa circostanza avrà luogo quante volte si potrà 
assegnare un numero determinato N , al di sotto del quale 
siasi certo che resta costantemente il valore assoluto del iat* 


tore 




per grande che sia il numero ti. Ciò nasce 


dacché l’altro fattore — tende necessariamente a divenir 

2 . 0 . . .(* 

nullo quando t* aumenta di più in più: infatti, il rapporto 
del valor di questo fattore, corrispondente al numero n, al 
valor del medesimo fattore, corrispondente al numero seguente 

A* + t > vien espresso dal rollo ^ , il quale , per essere 

h costante , si avvicina evideotemcnlc a zero a misura che fz 
si fa più grande. 


Dei casi nei quali ^ per certi calori particolari della variabile , 
la serie di Taylor non dà lo sviluppo della funzione. 


89. Dal mo<io col quale nel n." 80 siamo pervenuti alla 
serie di Taylor , si fece palese che per la esistenza di essa 
bisognava che il valore della funzione f{x) si conservasse fi- 
nito nell’ intervallo da x ad x-^-/t. Questa condizione però, 
comunque necessaria , potrebbe non essere sufficiente : come 
bentosto avremo occasione di osservarlo in un esempio. 

Altronde la forma stessa della serie di Taylor fa vedere 
che per la esistenza di questa serie sia sullicienle che la fun- 
zione /(x), ed i suoi coellicienli differenziali J' {j:) ,f" {x) ^ 
ec. non divengano infiniti pel valore di x , a partir dal 
quale si conta ì’ aumento h. Se ha luogo il contrario, la 
serie più non sussiste , almeno da un certo termine in poi. 

Sia per esempio la funzione f’(x) della forma , dove 

(ar — a)“ 

m esprima un numero intero e positivo , ed /’(x) una tal 
funzione di x che nò essa , nè i suoi coefficienti difleren- 
ziali divengano infiniti quando x = n. Se valendosi della 

serio di Taylor , si sviluppi ^ — in una serie or- 

( X -)- /< — ay‘ 

dinata secondo le potenze intere c positive di A, tulli i ler- 
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mini diverranno inGnìti quando vi si pone x = a -, e pure 
la funzione ha in tal caso un valor determinato ed espresso 

da ^ ^ {*). Siccome però Io sviluppo di questo valore 


secondo le potenze ascendenti di h deve necessariamente pre- 
sentare delle potenze negative di questa quantità , cosi esso 
non potrà essere più dato dalla serie di Taylor. 

Lo stesso avviene per la funzione log x : poiché i termini 
dello sviluppo di log ( a: -f- A ) secondo la serie di Taylor , 

che sono Ioga?, ed i prodotti di hi — pei suc- 

cessivi coelGcienti differenziali di logar, dati nel n.* .’iy , 
divengono tutti infiniti quando x — o. Ma la funzione Ioga: 
ha in questo caso il valor determinato log/t; dunque non 
é possibile che questo valore sia rappresentato da una serie 
ordinata secondo le potenze infere e positive di h , poiché 
la serie diventa nulla o di valor finito, laddove log 4 divie- 
ne — 00 quando h = o. 

go. Quando la funzione proposta J'{x) contiene dei radi- 
cali , ed il valor particolare attribuito ad x rende nullo al- 
cuno di questi radicali nella funzione ed io (nifi i suoi coef- 
ficienti differenziali successivi , la serie di Taylor conduce 
naturalmente a risultati di forma indeterminala (**). Per in- 
tenderne la ragione bisogna riflettere che un radicale della 


m 


forma ^ [x — c )" , 


che si supponga 


far parte della fun- 


(*) Si osservi che quando F {x) dipende da a , come net caso al- 
tnate polrcbb’ essere, per semplice convenzione si noia con /’ ( a -H à ) 
it risull.ito della sostituzione di a A in vece di a:, il quale d'ordi- 
nario non è una funzione di o-t-A propriamcnic della. Supponendo 
per esempio F{x) = x a -\-\/ x — a, la della sosliluzione dà per 
risullalo <i -4- zÀ J/A : espressione che è ben lonlana dal polersi chia- 
mare funzione di a-^h. 

(**) L’ amore chiama scmpliccraenle l'm/c/cTmina/i' questi risullamenli, 
ma noi abbiam creduto dover usare alleo modo , perchè i loro valori 
possono realmente determinarsi con allei arlilizi di analisi ; ed è questo 
il soggello del n.°iod, nel raso in cui una funzione di una variabile, 
presenta un numero Cniio di lermini infiniti o di segni diversi qiiandiv 
alla variabile si dà un valor parlicolare. 
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zione f (x ) , rende questa funzione capace di tanti valori di- 
versi , reali o immaginari , quante unità si contengono nel 
numero m. Ora siccome questo medesimo radicale si ripro- 
duce nei coefficienti dìfTcrenziali della funzione , anche que- 
sti ammetteranno , come debb’ essere , un numero m di va- 
lori. Quindi , a parlar propriamente , vi ha tanti sviluppi 
particolari e diversi gli uni dagli altri , quanti valori am- 
mette il radicale di cui si tratta. Ma nel dare ad x il valor 
particolare a il radicale sparisce , per ipotesi , da tutti i ter- 
mini delle serie , mentre tuttora sussiste nel risultamento che 
si ottiene dalla funzione /( ar -J- 4 ) , nel quale esso è dive- 

m 

nulo Dunque in tal caso la serie più non può rap- 

presentare questo risultamento , poiché esso è capace di m 
valori , laddove la serie , se sussistesse , non ne avrebbe che 
un solo^ per la scomparsa dei radicali che racchiudeva pri- 
ma di sostituire a per x. L’analisi risolvo questa contrad- 
dizione col dare ordinariamente valori inQniti e di segni di- 
versi ai termini della serie, presentando cosV un risultamento 
di forma indeterminata (*). 

Nel caso di cui è parola, lo sviluppo di y(ar-l-A) deve 

n 

contenere dei termini alTetti da A" , e la serie di Taylor non 
potrebbe dare che i termini ( se ve ne debbono essere ) pre- 
cedenti a questi , e darli sol quando il vero sviluppo non 
ammette potenze negative di A. A prescindere dunque , se 
si vuole , da tali termini , si farà la ricerca del vero svi- 
luppo sostituendo direttamente o + A in luogo di x nella 
proposta funzione /(x) , ed applicando al risultato altri ar- 
liBzi di analisi (**). 


(*) lu seguito avremo più vottc occasione di osservare che quan- 
do una funzione, per una particolare determinazione delle quantità da 
cui dipende , deve cambiar natura passando da algebrica a trascen- 
dente o viceversa , o pur deve prendere un numero di valori diver- 
so dall’ ordinario , l’ analisi elude le contraddizioni derivanti da questo 
circostanze presentando risultamcnli di forma indeterminata, come a diro 
o 

-, 00 — 00 , cc . 
o ’ 

, (**) Por riguardo alle funzioni considerate in tutta la loro genera- 

lità , nou vi è votola propriamente detta che valga a darne lo svilup- 
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Sia per esempio 

J{x) = 2ax — ar“ -f x' — o* , 

che dà 


dx 


d'..f{x)_ 


:2(a — X) + 


Vj:*— a* ’ 


<£r“ 


2 + 


ax* 


Va:- -a* (x»-a*)« ’ 


ee. 


Facendo x = a, si trova nx) = a*, e i coefUcienti dif- 
ferenziali di tulli gli ordini divengono infiniti. Questa cir- 
costanza fe indizio che lo sviluppo di J’{x-\-h) dee conte- 
nere potenze frazionarie di h quando x = a. 

Difalti la funzione proposta di x , con sostituire a A ' 
per X diviene 

o* — A* -\-a\h.y20 -+- h , 

il cui sviluppo secondo le potenze ascendenti di h conterrà 

i J. Jt 

termini affetti da h* , A* , A* , ec. e questo sviluppo si può 
avere nell’ esempio attuale dalla serie stessa di Taylor ap- 
plicata al radicale ^2a-\-h, supponendo f{x) = \Jx ^ e 
nel risultato sostituendo za in vece di x. 

^ In questo esempio si verifica ( secondo lo abbiamo annun- 
ziato nel n.“ 87) che la funzione 

f{x) = zax — a:* -f x^ — a 
si conserva finita da x = a sino ad x = a-\-h qualunque 
valor finito e positivo diasi ad A , c frattanto lo sviluppo di 


po ìn^ serie ; o se anche ci volessimo limitare alle funzioni algebriche, 
esplicite ed implicite , bisognerebbe eccedere i contini propri di un libro 
destinato all’insegnamento. Saremo dunque contenti di notare che dopo 
le riduzioni cui dà luogo la sostituzione di a-f A in vece di x , si 
può delle volte compiere lo sviluppo colla serie stessa di Taylor appli- 
cala a delle parti , o a dei fattori del risultato; e che nel caso delle 
funzioni algebriche esplicito si può metterà ulilmcute a partilo il bino- 
mio di Newton. 
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f^x-\-h), dato dalla serie di Taylor , non sussiste quando 
tì si pone x = a. La ragione intrinseca di questo fatto è 
adesso chiara per le cose già esposte. 

Sia ancora 


f{x)=ix^ + {x — a)' 

c quindi 

/' {x)=2x + |(ar— a)^ ,/" (ar) = 2 + i ( ar — o , cc. 
Facendo x = a , si trova 

f{x) = ,f (x) = 20 ,f" (x) =/"' (x ) , ec. = 00 . - 

Quindi i primi due termini del vero sviluppo di che f{a-\-K) 

è capace son dati dalla serie di Taylor, e sono a® e 2oh : 
come si avrebbe dalla sostituzione diretta di a h in luogo 

di ar , la quale dà o® + 2oh + A* -f- A*. 

f |i. Dobbiamo inoltro osservare che un radicale contenuto 
la funzione f{x) può svanire in due diversi modi quando 
si attribuisce un valor particolare alla variabile x: i.° per 
Jo svanimento della quantità esistente sotto il sogno radi- 
cale ; 2.® per lo svanimento di alcun fattore da cui questo 
radicale si trovi affetto. Nel primo caso lo sviluppo oesun- 
to dalla serie di Taylor non può mai dare completamente 
f[x-^h) pel valor particolare di a: , di cui si tratta, per 
le ragioni addotte noi numero precedente. Ma non è più 
cosi nel secondo caso , perchè il fattore che moltiplica il ra- 
dicale , c che perciò lo fa sparire nella funzione ed iu qual- 
che suo coelGciente differenziale , può cessare di moltipli- 
carlo in alcuno dei cocflicicnti differenziali susseguenti , ed 
allora sussistendo il radicale in questo coelTicienlc ed in 
quelli che seguono , la serie presenterà il numero di valori 
che debbo avere, ed escluderà in conseguenza le potenze 
frazionarie di A che equivalgono ad altri radicali. Pertanto 
essa converrà al caso di cui si tratta , e darà un valore 
determinato. 

Sia per esempio 

f{x) = {x — n)'^\^x — A, 
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ed m esprima un numero intero c positivo : sarà 


dx 


•.m{x — o)” * \/x-^b + , 

2I/ X — b 


^ — c)”*“*V.r — à-f 

dx^ 


w(j— 

y'ic—^ 


(^-«r 

4(*— i)» 


ec. 

Ciascuna differenziazione fa sparire nel primo termine del 

risultato uno dei fattori di (^x — a)’"; quindi alla 
differenziazione questi fattori saranno tutti scomparsi , cd in 
conseguenza la supposizione x = a, che rende nulla la fun- 
zione c tulli i suoi coelOcienli differenziali infj^riori all' ordine 

^ lascerà sussistere il radicale \/x — 6 in tulli gli al- 
tri. Supponendo per esempio m = 2 , svaniscono la funzione 
ed il suo primo coefficiente differenziale quando vi si pone 
x = a, ma il secondo coefficiente differenziale diviene 

2 Va — ò ; quindi il risultalo desunto dalla serie di Taylor 
avrà per primo termine à*V« — à , e conterrà nei termini 
seguenti le potenze ,h^ , ec. E tanto infatti era da aspet- 
tarsi , trovandosi la funzione proposta ridotta ad V a — à-|-A 

nel farvi x — a. 

93. In conclusione si può affermare che la serie di Taylor 
sussiste , cd esprime il vero sviluppo di f[x-\-h) non solo 
quando la x si lascia indeterminata , ma altresì quando le 
si dà un valor particolare che non rende infinita la funzio- 
ne f{x) , nè rende nulla per sè slessa qualche altra fun- 
zione di X contenuta in j{x) , e suscetlihile di più valori 
( reali o immaginari ) mentre x è ancora indeterminala (*). 


(*) Sono le funzioni di questa specie quelle che il celebre Eulero 
chiama genericamente funzioni muliijormì, per dislinguerle da quelle 
che per ogni valore di x ammellono, in generale , un sol valore , e 
che denomina funzioni uniformi, ( Yeggasi V Introduzione al! analisi 
degl' infiniti , voi. i, numeri 10, ... i 4 )> Pertanto si terranno in 
conto di funzioni uniformi di x le funzioni razionali tra le algebriche, 
c scn j; , cos .c , lau .r , ec . àa le trascen lenti ordinarie j e saranno 
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Per la prima di queste condizioni restano escluse dal vero svi- 
luppo le potenze negative di 4 , e per la seconda ne restano 
egualmente escluse le potenze frazionarie. Perchè poi la me- 
desima serie dia pure il valore di f[x-\-h), corrispon- 
dente al valor particolare di x che adempie le dette condi- 
zioni , si richiede ioollre che essa sia convergente. 

yàlori delle funzioni che si presentano sotto le forme indeterminate 
0.00, 00 — 00, quando alla variabile si dà un valor 
particolare. 

91. Quando una espressione analitica prende una delle 
notate forme da per se stessa , cioè a dire senza supporre 
alcuna relazione tra i simboli di quantità in essa contenuti, 
tornerebbe a pura perdita di fatica c di tempo il cercarne il 
valore ; poiché questo si deve riguardare aflatto indetermi- 
nato 0 arbitrario. Tanto è per esempio dell’ espressioni 

a — a I I 

ed altre simili, che possono senz’ assurdo eguagliarsi ad una 
grandezza qualunque. Non è dunque di esse che qui s’in- 
tende parlare , ma delle funzioni di una variabile , propria- 
mente dette , le quali riducendosi ad una delle notate forme 
sol quando alla variabile si dà un valor particolare ( cioè 
a dire numerico , o pure dipendente da^li altri simboli con- 
tenuti nella funzione), debbono prendere in tale ipotesi, come 
in ogni altra , un valor determinato. 

Consideriamo in primo luogo il coso di una funzione fratta 

/(*) 
t\x) ’ 

la quale divenga ^ quando si suppone 2r = a, pel simulta- 
neo svanimento delle funzioni y(ar) ed F{x). In questo caso 


funzioni multiformi lo irrazionali tra le algebriche, o Ioga-, arc.scnar, 
arc.cosx, cc. fra le trascendenti ordinarie. Quanto jioi uiresponcn- 

zinlo , questa sarA uniformo 0 multiforme secondo che x sarà uu 
numero intero o frazionario. 
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non b già clic si cerchi il rapporto che han Ira loro le quantità 
espresse da y(^) ed /'(z) quando più non sono; perchè il 
rapporto lira due zeri, come altrove ( nota del n.° 9 ) l' abbia- 
mo detto con Lagrange , non presenta alcuna idea , sebbe- 
ne il supporlo eguale ad un numero qualunque non condu- 
ca all’assurdo. Ma quel che veramente si cerca c il limite 
verso cui tende il rapporto variabile delle funzioni J‘(z) cd 
J^(z) a misura che x avvicinasi ad a , cd esse stesse in 
conseguenza si avvicinano a zero ; o in altri termini, è il rap- 
porto che vi ha tra le funzioni quando i loro valori diven- 
gono infinitesimi per la sostituzione di un valore infinita^ 
mente prossimo ad a in vece di x (*). Questa maniera di rav- 
visar la quistione già indica poter essa risolversi ordinaria- 
mente per la considerazione de’ differenziali ; nondimeno il 
rigore e la chiarezza esigono una più minuta dichiarazione. 

94-. Essendo evidente che all’ avvicinarsi di a: ad a si av- 
vicina pure X — a a zero, ne viene in conseguenza che se 
noi ponghiamo x — a = h , o vero x = a-)r h , potremo 
ritrovare il dimandato limite sostituendo a-\- h in luogo di 
X nella proposta (razione , e poi cercando il limite verso il 
quale converge il risultato a misura che h si avvicina a 
zero. Ora supponendo in primo luogo che il valor partico- 
lare a non sia di quelli pei quali potrebbero essere in di- 
fetto gli sviluppi delle funzioni f{a h) , F {a h) , ot- 
tenuti colla sene di Taylor, edl avendo riguardo chey‘(«) 


(*) Similmenie , considerando ciò che in malemaliche si dice iormilo 
come una quantità maggiore non di ogni altra poitibile ( il che sa- 
rebbe in contraddizione colla natura stessa della quantità), ma si bene 
di ogni altra data della medesima specie ; o che torna lo stesso , con- 
siderando l’ infinito come il reciproco dell’ infinitesimo , si rende chiaro 
e naturale che possono esservi diversi ordini di infiniti come di infini- 
tesimi ( nota del n.° 54 ) , che il rapporto di due infiniti può essere 
finito , nullo , o infinito esso stesso , e che a simili vicende è anche . 
subordinato il prodotto dello zero per l’ infinito , il quale vuoisi tenere 
equivalente al rapporto di un infinitesimo ad un altro. Finalmente per 
r adottata nozione dell’ infinito è palese che altresì la differenza di due 
infiniti può risultare finita , o nulla , o infinita , essendo di tutta evi- 
denza che l'addizione di una qualunque di queste specie di quantità 
ad una quantità infinita debba produrre un risultamcnto infinito.. 
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eri F{a) soti aulle per ipotesi , possiamo esser certi che là 
crjuazioue 

/(«+<) 


/’(a-t-A) 


A* 


hF\a)-^- F" {a)-h^F'» («) -hec. 


aussisle almeno da h convcneToImentc piccolo sino ad A=o; 
essa dunque sussiste nel limite , che è quanto per noi ba- 
sta. Ma il limite del primo membro è il valore dimandato, 
e quello del secondo membro , dopo aver soppresso il faltor 
comune 4 nel numeratore e nel denominatore di questo mem- 
bro , è apertamente 

/'(«) 

F'{a) ’ 


dunque il valore che prende una proposta frazione net 
dare alla variabile un valore che ne annulla i termini, 
si ollicne , in generale , sostituendo lo stesso valore della 
variabile nella frazione che ha per termini i coefficienti 
differenziali di primo ordine dei termini della proposta. 
Se fossero nulli anche f\d) ed F‘{a), si applicherebbe la 

stessa regola alla frazione ® cercherebbe il 

limite del secondo membro deirequazione precedente, dopo aver 
soppresso nei termini di questo membro il fattor comune 
A® 

— : e nell’ uno o nell’ altro modo si troverebbe 

/" («) 

F"(o) 


pel richiesto valore ; e cosi di seguito. In sostanza , non po- 
tendo esser nulli nel tempo stesso tutti i coeQIcienli dif- 
ferenziali delle funzioni f{x) eà F{x) quando x = a, senza 
dare nell’ assurdo che ancora le quantità /‘(a + 4) ed 
F{a h) , variabili con 4, sarebbero nulle, si può af- 
fermare clic il valore della proposta funzione fratta dipende 
sempre da quelli dei primi coetiicienli differenziali , uno del 
numeratore e l’altro del denominatore, che han valore ef- 
fettivo ; se non che, quando il primo dei coefUcienti diffe- 
renziali effettivi del numeratore non è dello stesso ordine del 
primo tra i coefficienti differenziali effettivi del denominatore, 
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il valore cercato sarà nullo o pure iuGnilo, secondo die ap* 
parlerrà al numeratore o pure al denominatore quello dei detfi > 
due coe,tlicientI diflerenziali che è di ordine più elevalo. 

g5. £ chiaro da ciò che precede che quando i primi dei 
coeillcienti differenziali delle funzioni f{x), f(x), che non 
divengono nulli facendo x=:a, sono tutti due infiniti e 
dello stesso ordine , la data regola non risolve il problema, 
dandoci il limite richiesto sotto una forma egualmente inde* 

• 00 
terminata — . 

00 

Or (jucsto si può verificare sol quando la serie di Taylor 
è in difetto per rapporto a tulle due le funzioni ^(a*) , F{x)-, 
cd anche in tal caso la data regola si terrà valida se i 
delti due coellicienti differenziali dello stesso ordine, non di- 
venuti nulli, sono uno finito e l’altro infinito (*) , essendo 
palese che non debbono aversi in conto di espressioni inde- 
terminate )l injìnilo diviso per zero , e lo zero diviso j>er 
r infinito. 

96 . Del resto , anche quando la data regola c in difetlo, 
per risolvere la quistione uisogna sviluppare, come che sia, 
j[a h) e F {a h) in serie ascendenti per rapporto ad 
h. In queste serie non vi saranno nè Icrniini indipcndeiiti 
da 4 , nè termini affetti da potenze negative di questa (juan- 
lilà ^contro l’avviso dell’ autore), dovendo queste sene ri- 
dursi a zero con h ; ma ben vi saranno delle potenze fra- 
zionarie di h , stante l’ ipotesi che le medesime non possono 
dedursi dal teorema di Taylor. Ora è manifesto che dividendo 
il numeratore e il denominatore della frazione costituita da 
tali serie per la più alta potenza di 4 comune ad amendue, 
si farà palese dopo ciò il limite della frazione , ossia il va- 
lore cercalo ; il quale , allorché i primi termini delle serie 
sono tutti due liberi da 4 sarà finito cd eguale al rapporto 
di tali termini ; e sarà nullo o pure infinito , scennuo che 
4 affetta il primo termine del numeratore o pure del deno- 
minatore. 


(*) In questo luogo l’autore semiira essere meno ehe esatto nel dire 
in termini assoluti i si l’on admet que Ics doux fooctions f(sc) et F {r), 
* ou seulement l'une d’entre elles , no puisseiit pas se dcvelopper 
s suivant les puissances enlières de A lorsqu’on donne à « la vak-iir 
9 particulière a , la règio précédente uè poiirra plus s'appliiiuer 1 . 
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97. Dalla teoria passando agli esempi, sia per primo la 
frazione 


ar _ a» + ‘ 


di cui si cerchi il valore (quando x=i: supposizione che 
rende nulli ambidue i suoi termini. Il rapporto dei coeOi- 
cienti differenziali di questi termini ò 


I (fl-t- l)x’* 

' 7 

— I 

dunque ponendo anche in esso a? = i , avremo semplice- 
mente n pel valore cercato. Infatti è noto dall’ algebra che 
la funzione proposta rappresenta la somma degli n termini 

della progressione geometrica ar + a;® + a:* + . . .+ a:", ca- 
de quando x=i dee ridursi ad n. 

Cerchiamo ora per lo stesso caso il valore della frazione 

la quale essendo il coeiEciente diflcrenziale della precedente, 
esprimerà in conseguenza la somma dei termini della serie 
1 + 2ar + 3 ar“ -f- . . . -f na?”“ ‘ , che è del pari il coelDcien- 
te differenziale dcll’anzidetta progressione. Il rapporto dei 
cocfQcienti differenziali dei due termini k 


— 2(1 — X ) ’ 

ma i termini di quest’ altra frazione svaniscono ancor essi 
quando x=i. Si passerà dunque al rapporto dei coeflicien- 
ti differenziali di secondo ordine dei termini della frazione 
primitiva, che è 

— (w — )x”~~ * 


c fattovi x=i , avremo ” ^ ^ ^ pd valore dimandato : 

di accordo ancora con quanto si conosce circa le progres- 
sioni aritmetiche. 

98. La funzione , in cui n si suppone positivo, 
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dà per rapporto dei coeOicicatt difleremiali dei due termini: 

I 

^ . Quindi il valore di essa , corrispondente ad a; = o 
sarà infinito, l’ unità, o zcffo, secondo che « è >i, =r, <^t. 

• L — j 86 Q ^ 

Trovasi lo stesso per le funzioni , e , supponen- 

do sempre n positivo. 

Quanto poi alla frazione ^ — , è forza passare ai coef- 

fidenti differenziali di secondo ordine, il che dà ; 

n(«— i)*»-* 

onde il valore di tal frazione, corrispondente pure ad x = o, 
sarà infinito , o pure ^ , o pur zero , secondo che n c 
>2 , =2 , ^2. jja ciò si fa palese che supponendo l’arco 
X infinitamente piccolo per rapporto ad una quantità data , 
I — cosa:, o vero il seno-verso dell’arco sarà, alla sua 
volta, infinitamente piccolo per rapporto all’arco, non che 
per rapporto al seno che net limite è uguale all’arco ( 23 ) 
e sarà per conseguenza un infinitesimo di secondo ordine 
per rapporto ad una quantità data ( 34 -): risultomento che si 
può anche dedurre dalla semplice geometria. 

99. Sia ora la frazione 
3 _ 8 _ 

X — I^a-4-|/(a: — a)^ 

3 

— l/èT-i- — a )* 

c se ne cerchi il valore pel caso in cui x = a. In questo 
caso la serie di Taylor non è applicabile ai due termini 
della frazione , ma ciò nondimeno siccome il rapporto dei 
coefficienti differenziali di essi , che c 

sVj» 

Wi +5v’(*— ') 
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non preodtì forma ìadetermioata , ma diviene 



3l/a 


quando 


x = a , sarà questo il valore della frazione nel medesimo 
caso. 


Ma se per lo stesso valore di x si cercasse quello della 
frazione 


— o 

Vx* — a* 

ai cui termini neppure è applicabile la serie di Taylor, Tuse 
di qufóla serie o , che torna lo stesso , dei coelBcienti dif- 
ferraziuli non risolverebbe il problema , perchè questi coef- 
ficienti divengono tutti due infiniti quando x = a. Si porrà 
dunque, a tenore di quanto abbiam detto nel n.® 96, xx=«-{-A 
nulla frazione proposta , il ebe dà 

h — 

\/ h.VH 

e si noteranno i soli primi termini degli sviluppi del nume* 
nitore e del denominatore in serie ascendenti per rapporto 

ad h , termini che nel caso attuale sono \}h , e ; 

e poiché questi sono anelli da una stessa potenza fraziona- 
ria di h , il rapporto dell’ uno all’ altro , indipendente da h 

ed eguale a sarà il valore dimandalo. 

Nel precedente esempio i primi termini degli sviluppi in 
serie del numeratore e del denominatore erano afictli da po- 
tenze intere e positive di A mentre nell’esempio attuale que- 
ste potenze sono frazionarie : ecco il perchè soltanto il pri- 
mo di questi due esempi si è potuto eseguire col teorema di 
Taylor. Infatti abbiamo veduto nd n.® go che questo teore- 
ma è compiutamente in difetto quando la serie dee conte- 
nere potenze negative di 4 ; ma quando la serie può da prin- 
cipio contenere potenze positive di A , i termini che ne sono 
afletti son dati dalla formola di Taylor sino a che gli espo- 
nenti di tali potenze sono nel tempo stesso numeri interi, 
joo. La regola del u, fi4 dà pure^ in generale, il va- 
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lòre che assume la frazione quando al supporre ar= a 


dir iene — . Difatti , la della frazione h identicameule uguale 
all’ altra 


F(x) 


o 
o 


e questa prende la forma - quando x = a , a motivo che 
i valori di f(a) ed F{a) sono inGnili per ipotesi. Avremo 
dunque il richiesto valore di facendo capo dal rap- 
porto dei coefficienti ditferenziaii dei termini della nuova fra- 
zione. Ma questo rapporto è 

F'(x) 


.£i± 
' /(*)* 


ossia 


/(^)* 

/'(*) V(ar)* ’ 


dunque sarà 

e Quindi 

eh’ è quanto volevasi dimostrare. 

Sia per esempio la frazione — , di cui fu parola nel n.” 

e** 

65 , e se ne cerchi il valore quando ar = oo . Prendendo i 
coefficienti differenziali dei due termini , il rapporto di essi 

trovasi essere — ^ : or questo diviene apertamente nullo 
are® 

quando x= co , conforme in quel n.” fu annunziato. 
Similmente , considerando la frazione , il rapporto 

dei coefficienti differenziali dei due termini è 
tog-e 

X log. e - '*■ 


n«"-‘ 


nx’ 
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Quiadi supponendo n posilÌTO, la proposta frazione sarà nulla 
come questo rapporto quando x=<x. 

101. Per riguardo alla supposizione x = oo, noteremo che 
qualche Tolta la quistione si rende più semplice ponendo 

prima x—^, e poi facendo 2 = o nella risultante funzio* 

ne di z. 

102. Sia ora il prodotto , e supponiamo che 
prenda la forma o.oo quando x = a. 

Questo caso può subito ridursi ad uno dei due precedenti 
sostituendo ai prodotto una o l’altra delle fraziom 
/(*) F{x) 

“ 7 “ ’ ~ ’ 

-f’W, /(*) 

che sono identicamente uguali al medesimo , e che pren- 
dendo la forma - , o pure — quando x = a, possono in ge- 
nerale trattarsi colla regola del n.® 94.. 

Per esempio i prodotti ( i — a: ) tan ^ , ed ar" log ar pren- 
dono la forma 0.00 quando si pone a:=i nel primo, ed 
x = o nel secondo in cui n si suppone positivo $ ma sosti- 
tuendo ai medesimi le frazioni equivalenti 


x — x I — X log. a; Ioga? 





i rapporti dei coefficienti 

frazioni si trovano essere 

a «•a? 
a scn* — 

— I ^ 


differenziali dei termini di queste 
rispetti vamente 
logg 

® a" log e 



2 

Dunque siccome questi rapporti divengono — e zero sotto i 
notali valori di x, anche i Yalori dei proposti prodotti saranno 
per ordine ^ e zero.^ 
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io3. Finalmonlc quando una funzione di x diviene oc — so 
al supporre x = a , si procurerà trasformarla o farla dipeu- 

dere da un’altra che divenga ^ , o pure — , o pure o. oo 

por lo stesso valore di a:, c poscia si applicheranno a que- 
st’ altra funzione le coso prccodcuti. La detta trasformazione 
è spontanea quando si suppone che la proposta funzione 

abbia la forma -rr — -^.4-^ > c che f(x) ed Fix) siano nulle 

nllorchc x~a , essendo evidentemente 


X 


X 

F^y 


F{x)-f(x) 


Per esempio la funzione ariana? secar diventa oc— oo 


^ X scn X - 

quando a: = - , ma scritta sotto la forma divie- 

•* a cosx 

ne - per lo stesso valore di a?, e per la regola del n.” g4 


si trova eguale a — i.* 


h''- 


Similmente la funzione - Ioga? diviene oc— oo quando 


:r = 0 , ma siccome posta sotto la forma * contic- 

X 

ne il termine a? log a? che diventa o.oo per lo stesso valore 
di a? , dipenderà in conseguenza dal valore di questo termi- 
ne. Ma questo valore , per ciò che abbiam detto nel n.® loar 
è zero , dunque la delta frazione e con essa la funzione pro- 
posta sarà di valore infinito quando a? = o. 

io4- Quanto finora abbiamo detto riguarda le funzioni 
esplicite di una sola variabile , ed anche , se si vuole , r 
loro coedìcionli differenziali, che sono altro funzioni espli- 
cite e cognite por le regole della differenzinzione. E chiara 
che si potrebbero intraprendere le medesime ricerche sulle 
funzioni date esplicitamente fra più variabili, ed equivalenti 
(in virtù di equazioni date) a funzioni implicite di una sola, 
come pure sui coenìcicnli differenziali di simili funzioni ; ma 

S ucsto argomento non ci sembra esser proprio di‘tRt Lbra 
cmentarc, 
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XI. Àpplicazime del teorema di Taylor alle funzioni 
semplici di una variaòile. 

1.0 Serie dedoUe dalla funzione algebrica x*”. 

105. Dai vari cocfficienli diOercnziali di a?" notali nel 
n.” 56 si desume facilmente per induzione 

= m(fn — i)(»z — — fz + . 

dx”* 

Quindi, per ciò che si disse nel n.° 86, lo sviluppo di 
in espressione finita sarà 

+ 

w(w— i)(m— a)...(m — i^-hg) ^_(^4., 

2.3. ..((t—l) 

dove 6 esprime una frazione positiva ; ed osservando che i 
limiti dei valori che può assumere il fattore (a: + 6/i )"”** 
da 6 = 0 sino a 6 = i sono evidentemente a:”* "" •* ed 
(ar + A)"*”**, ne trarremo in conseguenza che il valore di 
(ar + A)"* è sempre contenuto fra quelli che prende il recato 
sviluppo sostituendovi ora a/*'"'*, ora ( ar + A)”*”** in vece 
di (a? + 6Ar”'*. 

106. Per ciò che riguarda la convergenza dello sviluppo 
esteso indefinitamente , ci limiteremo al caso in cui ar ed A 
hanno segni simili , anzi supporremo che tali segni siano' 
positivi , essendo nolo il modo di far dipendere la potenza 
di un binomio di termini negativi da una simile potenza del 
binomio formato dagli stessi termini con segni positivi. Al- 
lora , siccome i termini dello sviluppo debbono presto o tardi 

1 )rcnder segni alternamente positivi e negativi , basterà per 
a convergenza che i medesimi vadano sempre diminuendo. 
Ora il termine esimo dello sviluppo venendo espresso dal 
penultimo della formula precedente, ed essendo inconseguenza 
w(w— i)(ot-2)...(w— | i-|-2)(m— zi* 
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i’ espressione del seguente termine ( |i/ + i ) esimo , il rap- 
porto di questo al primo sarà , com’ è chiaro , 

»i — h 

• M •, 

I* X 

Ma il valore assolato del limite verso cui tende questo rap- 
porto a misura che cresce f* è - ( loo ) ; dunque se A è mi- 

Dore di X, i valori assoluti dei termini dello sviluppo di 
( ar + A )"* fomiti dalla serie di Taylor , da un certo luogo 
in poi andranno a diminuire , e quindi lo sviluppo sarà con- 
vergente. Ciò ha luogo ancora , per virtù di altra dimostra- 
zione, quando A è negativo ma di valore assoluto minore 
di X , sebbene in tal caso i termini dolio sviluppo ( a lungo 
andare pur decrescenti per la ragione recata di sopra ) fi- 
nissero con aver segni simili (*). Si può dunque afTcrmarc clic 
Io sviluppo del binomio di Newton in serie iiifinila è con- 
vergente quando , asirazion fatta dal segno , il secondo 
termine del binomio è minore del primo. 

107. Per contrario , dal notato rapporto di un termine qua- 
lunque dello sviluppo al precedente ò manifesto che tale svi- 
luppo sarà divergente quando, astrazione fatta dai segni , il 
secondo termine del binomio è maggiore del primo, perche 
allora i termini di esso sviluppo detono presto 0 tarai farsi 
crcscenU. 


108. In amendue i casi dividendo per x'" i due membri 
dell’ equazione, c poi scrivendo x in luogo di - , si ottiene 


X 




(*) E facile sentire la verità di questa asserzione riflettendo, che quan- 
do 1 * è divenuto si grande che il valore assoluto del fattore ~ — ~~ 

pub stimarsi a un dipresso eguale all’ unità , da quel luogo in poi i 
termini della serio sono ancora, a un bel circa , eguali ai termini suc- 
cessivi di una progressione geometrica decrescente ; onde si verifica il 
Kcoado carattere di coavcrgenia notato al n.° 83, 
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Quindi la scric espressa dalla prima linea del secondo mem- 
bro , protraila all 'inlioilo sarà convergente ed eguale adr 
( I + T)”‘*quando il valore assoluto di a: e minore deirunilà. 

Per le cose precedenti la formola del binomio di Newton, 
che negli dementi d’algebra suol esser dimostrata pel solo 
caso deir esponente intero e positivo, vedesi estesa ad un espo- 
nente qualunque. 

2.® Serie nascenti dalla funzione logaritmica logx. 


log. Dal n.® si deduce 


f/l^.togx 


= ± loge. 


i.a.3., .(ft— 1 ) 


I 


valendo il segno + quando (t e dispari , ed il segno — 
quando fx è pari. Dunque pel n.® 86 avremo 


log(ar-t- A)=logar-hloge.(^-^+ . 


(^-i)x'^‘ 


— ) 


ed i limiti del termine complementale , rappresentato dal- 
r ultimo di questa espressione, si avranno con sostituire in 

quest’ultimo ora a**, ora ( ar -+■ A )** in vece di ( a: + )•* . 

jio, É chiara qui , pel n.° 83 , la convergenza della se- 
rie protratta all’ infinito quando il valore assoluto di h è 
minore di quello di x ; perebò i suoi termini , in tal caso 
decrescenti, hanno segni alternativi se quelli di ar ed 4 sono 
simili , o piuttosto positivi acciò log ( ar + 4 ) sia reale ; o 
son tutti negativi, ma rispellivamcnte minori dei termini di 
una progressione geometrica decrescente , se 4 è negativo. 
Ma quando il valore di 4 , qualunque ne sia il segno , è 
maggiore di quello di ar , la serie si terrà divergente , per- 
chè d rapporto di un termine qualunque al suo precedente, 

espresso da ^ • - , rende manifesto che i termini della 

serie debbono , tosto o tordi , farsi crescenti. 

III. Supponendo x = i , e poi scrivendo ar in vece di 
4 , l' equazione precedente ci dà quest’ altra 


log(i-fa^)=loge.^ar- 


gf*— 1 ^ \ 

*““l (l(l-t-Ox)''/ * 
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che poi logarilmi neperiani diviene scniplicemcnfo 

1/ I \ a:’ , x’ ar'* , _aJ*“* x** 

l(i + a:)=ar |-ò — r- 

a ' 3 4 (t— 1 n(,-v-0xy* 

Quindi, per ciò clic abbiamo dello, la serie 


X* X^ I 

“^-T + T-J+ “• 


sarà convergente pei soli valori di x compresi Ira i e — i, 
ed in lai caso eguaglierà 1 ( i + ar ). Sosliluendo in essa or 
r uno or r altro di questi limili , si hanno le due serie par- 
ticolari 



-(■+Ì+3+Ì+ 



la prima delle quali essendo convergente (83) esprimerà 1 3; 
ma l’altra che se fosse convergente o di valor finito darelv 
he per l.o questo stesso valore, dovrà in vece stimarsi di- 
vergente a motivo che l.o per la natura dei logaritmi c 
— » (*); 

II 2 . L’ espressioni finite dei logarilmi log( r-f-a’) c 1( i+a'), 
uno relativo alla base qualunque a , c r altro alla base ne- 
periana e , danno apertamente la relazione 

log( I -f a:) = loge . 1 ( I -f- a:) , 

che sussiste per tutti i valori positivi di i -j- a* , c da cui 
sostituendo per i -f- a: la base a si ottiene quest’ altra 


i‘=logc.la, e quindi loge = ^. 

È dunque chiaro che logo, ossia il numero costante pel 
quale converrebbe moltiplicare i logaritmi del sistema ne- 
periano (che vuoisi riguardare siccome il primo c il più sem- 
plice di lutti) per avere ìici prodotti i logaritmi di un altro 
sistema , eguaglia /’ unità divisa pel logaritmo neperiano 


(•) La divergenza della serie i -f- i -4- -J- -1- -4- -j -1- cc. si mani- 
festa ancora dircilamcnlc osservando clic essa pareggia 

* + . .-+-7V)4-pc. 

c che ciascuna di queste iuCuite somme parziali c maggiore di 
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della base di quest altro sistema. Questo numero costante 
chiamasi dalla piu|marte dei geometri modulo del nuovo si- 
stema , e per la dennizione che ne abbiamo data è evidente 
che il modulo del sistema neperiano è l’ unità. 

Viceversa , la relazione 

l(i -t-ar)=j^log(i + ar)=sla,log(i-f ip) , 

che emerge dalle due precedenti , ci dimostra che per pas- 
sare dai logaritmi di un sistema conosciuto , che supporre- 
mo essere u briggiano , ai logaritmi neperiani che son quelli 
i quali ordinariamente si presentano nell’ analisi sublune , 
bisi^na moltiplicare i primi o pel numero frazionario espres- 
so dall’ unità divisa pel logaritmo briggiano di e , e calco- 
lato in decimali memante l’uso della tavola briggiana di- 
chiarato nell’ algebra , o pel logaritmo neperiano della base 
briggiana io, cavalo da una serie ben convergente. 

iid. Pertanto aggiungeremo qui alcuna delle serie oppor- 
tune alla valutazione dei logaritmi , e che non sogliono es- 
ser date nell’ analisi elementare. 

Cambiando a: in — x nella serie inhnita 

3 ^ * 8 ^ ^ 

a: — -^-f j — -^-f ec. j, 

si ottiene 

log(i— a;)=: — loge.(a:-t-^ + ^-f j-f ec. ) , 
c sottraendo questa dalla precedente , nasce la serie 

log^^ = 2loge.^a; + y-l--g--f — + ec. j , 

più convergente dell’ altre due per tulli i valori di x com- 
presi tra I e — i . Sia ora 

H-ar Z-+- 1 ,, I 

= , donde x = : 

1 — X z az 4 - 1 

con queste sostituzioni la serie precedente dà l’altra 
di coQYcrgcnza tassai maggiore , c bea sicura per tutti i Ya- 
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lori positivi di z (83). Con essa pertanto divien facile il cal- 
colo dei logaritmi dei numeri 2,3, ec., cominciando dai 
neperiani pei quali log e = i , e ponendo successivamente 
z = I , = 2 , ec. 

n4-. La precedente serie in z , comunque convergente , 
non dà subito i limiti dell' errore che si commette arrestando 
il calcolo numerico ad uno qualunque dei suoi termini. A 
questo fino, e per far conoscere l’importante relazione che 
vi ha tra i logaritmi ed i radicali , facciamo i-f-ar=y, 
ossia x — y — i nella serie trovata dianzi per log(i + x)\ 
avremo per tal mezzo 

logy=loge. [(y— 0 — T(y— 0*+f(y— O*— ì(y— i)M-ec.] , 
e nel caso dei logaritmi neperiani 

iy=(y— I )— jCy- + T(y— 0*+ ec- 

Quest’ ultima espressione quando si mette y = o , i dà 

9 + ^- + < 2 ^+ 00 . 

con che si ottiene facilissimamente 1 . io = 2,3o2585o9. .. 
Questo dunque è il fattore per cui bisogna moltiplicare il lo- 
garitmo briggiano di un numero qualunque, amn di avere 
nel prodotto il logaritmo neperiano dello stesso numero. £d 
effettuando in decimali la divisione dell'unità per tal fat- 
tore, il quoziente ^/=o, 434-2944-8. . . è per le cose anzi- 
dede il modulo del sistema briggiano. 

In generale però, l’ espressione di log y non potrebb’ essere’ 
utile se non quando y differisce pochissimo dall’ unità ; ma 


se in Véce di y si ponga una volta z”, ed un’altra volta 

I 

z " , avremo due serie 

logs=nloge. C(t/2^i)— ì(|/à— ') +7(1/^*) 


la prima delle quali è convergente dal valore di n in soprà 
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m 

die reade y/z <1 2 , c la seconda lo ò dal valore di n ia 

n 

«opra che dà yjz >• ì-. Quindi supponendo n tale che siano 
adempiute amendue queste cundiziuni , le delle serie saran- 
no tutte due convergenti ; ed osservando che i termini di una 
serie hanno segni alternativi, mentre quelli dell’ altra son tutti 
gli stessi , avremo 


logz <nlogc. 



e 


Iogz>nloge. 



il che somministra per log z due limiti, che si possono ren- 
dere vicini uno all’ altro quanto si vuole , aumentando 
l’esponente n del radicale. 

1 15 . Supponendo n = 00 , la regola del n.® g 4 dà log z 
per valore dell’ uno e dell’ altro limile , per modo che allora 
ti può riguardare come espressione csatla di log z l’ una 0 
r altra delle formolo 


nhge. 


(vi-.). 


ed n log e. 



Da ciò è lecito conchiudere che i logaritmi possono ri- 
guardarsi come appartenenti alla classe dei radicali , e solfo 
questo rapporto si può anche dire, che ad un numero dato 
corrispondono sempre infiniti logaritmi, perchè la sua radice 
di grado infinito ammette per necessità infiniti valori diversi, 
tra reali ed immaginari. 

E per altro notabile, che in virtù delle stesse formole un 
solo ai tali logaritmi è reale ; perchè quando anche il nu- 
mero inlìaito n voglia riguardarsi come pari , non sarà le- 

n_ 

cito prendère indifferentemente \/z col segno -f- o col segno 
— , ma converrà usare costantemente il + , acciò i risultati 
delle due formole siano di accordo in quanto al segno. E 
siccome quando z si suppone negativo, non riesce possibile 
che amendue le formole divengano reali e di segni simili , 
questo fallo indica per sò solo che un numero negativo non 
luumette alcun logarimo treale. 
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3.° Sviluppo delia funzione esponenziah a*. 


Il 6 . Dai numeri 58 e 86 si trac ad evidenza : 


\ * a.J 8.3.. .(f* — i) 8.3..,fA / 

Quindi dividendo questa equazione per o* , e poscia cam- 
pando ^ in ar , avremo 


- . (lo)* s ('")* 5 

B*= I -4-1 a . ar-t-i— ^<p -4-^^ - 

8 8.0 


(lay*— _ (Ia)l*a** ^ 
a.3...(;*— i) 


ed in questa essendo i ed o® i limiti di tutti i valori che 
può assumere a*'” da 6 = o sinó a 6 = i , ne viene in con- 
seguenza che quelli del termine compicmentalc della serie 
scritta nel secondo membro saranno rispettivamente 


(la)<*arl* ( la 
a.3. . a.8. . .|x 

IT 7 . A giudicare della convergenza o divergenza della me- 
desima serie non sarebliero in generale siilBcicnti i caratteri 
notati nel n.° 83 , ma vi si riesce con faciltà mediante la con- 
siderazione dei notati limiti , poiché essi divengono 


a.3. . .((*-4- J ) ’ a.3. ..((*-)- I ) 


quando nella serie si considera un termine dippiù , c con 
ciò il rapporto di ciascuno di questi al rispettivo limite pre- 


cedente vien rappresentato 


da 


1 a.x 
(*-4- I 


Ma qualunque sieno i 


valori di la ed x, è chiaro che questo rapporto tende a zero 
al crescere di p ; dunque i limiti del termine complemenlale 
ossia del resto della serie potranno rendersi piccoli quanto si 
vuole con accrescere sempreppiù p, e quindi la serie finirà 
sempre per divenire convergente. 

118 . Supponendo x=i si trova 

+ ^ + 04 + “- 


serie convergente per la quale si potrebbe dedurre il numero 
dal suo logaritmo neperiano , o vero la base dal modulo , 

16 
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siccome quelle dei n.*ii3 e i 4 servono a desumere il lo- 
garitmo oal numero, o vero il modulo dalla base. Essa pel 
^mbiamentoi. di a in e riproduce la serie 


c= I -h I + 


ec. 


a ”* «,3 * 3 . 3,4 

che nel n.® 16 si ebl>e per espressione del numero c ; e lo 
stesso cambiamento , praticato nella espressione generale di 

ci dà 


X , X- , X- 

e =iH-ar + — + — 5 
8 2.3 




- 4 - oc. , 


a. 3 . 4 

serie che pur essa è sempre convergente. 

4.° Serie dedotte dalle funzioni trigonometriche scn * C cos «. 
iig. Essendo in virtù del n." 5g 

d^ sena; / d**.cosa; ( , \ 

a 1 = coslar + — I, 

\ “ / \ / 


la formala di Taylor ( 86 ) ci darà subito 
sen(a: + 4)=8enar+ cosar. A 


sen X 


' • C08 X s • I I 

A* 5^A»+.—+ 

8 8.3 


seni 


, UU9 ^ fa L 

senar.A "T 


a. 3 . . -I* 

'A» + ....4- 




cos 




3 * 

a.3...(i*— 1 ) ^ a.3...(* 

c siccome i valori del seno e del coseno*di un arco qua- 
lunque son sempre compresi tra — t (A 1,1 termini com- 
pleinentali che rappresentano i resti delle sene bnite se - 
le nei secondi membri , saranno per necessità contenuli 

^ , e + -JH — . Inoltre le medesini^ sioer 

a.3. . •(. a.3. . > 1 * 


£ra 
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protraUc aH'infinìto saranno convergenti, qualunque sicno 4 
ed X ; perchè considerando in esse un termine dippiù , si 
trova facilmente che i limiti dei nuovi resti eguagliano i 

precedenti moltiplicati pel rapporto — ^ , il quale diminuisce 

indefinitamente al crescere di ft. 

120 . Supponendo nelle medesime serie a?=o, poscia seri» 
vendo x in vece di 4 , e tralasciando i termini complemen* 
tali , si hanno le serie infinite 


seax=ix r 4 


x^ 


a. 3 8.3.4.S a.3...7 


X* , xi> 

CMX= I 5-r- 

a a. 3. 4 


a. 3. . .6 


4" ec. 


+ ec. 


sempre convergenti, e dovute a Newton. 

12 1 . Toglieremo pure ad esempio la funzione y=arc. tan x, 

per la quale abbiamo dal n." 35,^ = — = 

Differenziando , senza perdere di vista che v h funzione di or, 
si trova 

dy 

aco*y.seny.^=— acosy.scny.cos*^s=— 8enay.co8*y , 

d^y / \dy ' 

= — al cos 2 ^ . co» — sen ay . co*y . seny = — a co» % . COI Sy , 

d^y i \dy 

^^=sa.3f 8en3y.co>*y4~cos3y.cos*y.»eny l^a=a.38en4y»cosfy> 

d^y f \dy 

^^=a.3.4( co»4y.co»Ay— »CD4y.cos*y.8eny l^=a.3.4co».^y.co»5y, 

e cosi di seguito. Avremo dunque pel teorema' di Taylor 

arc.tan ( 3 : 4 -^)^*/ + cosy.cosy.4 — sen 2 y.cos*y.JlI_^<; 

a 

A ^ A ^ ' 

— cos3y.cos’y.— +scn4y-cos*y.— 4-cos5y.cos®y.— . — ec. 

tj 4 . •> 
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122 . Da questa serie, supponendo x=o, e poi oambian* 
do A io a: , si ottiene l’altra 

X* a:* * 7 , 

arc.tanar=ar 5 - + -s H cc. 

007 

dovuta a Leibnilz, e convcrgcnle per lutti i valori di x com- 
presi tra o, e rh i.Ncl caso prccisamciilc del limile i essa 
dà la serie numerica 


* > I 


* * 1 ■ 

-X H ec. 

5 7 


la quale per la sua lentissima convergenza non potrebbe 
dare senza improba fatica un valore ben approssimato di ir. 
Ma laddove quest’arco si potesse dividere in parli le cui tan- 

F ènti fossero minori dell’ unità , ciascuna di esse e quindi 
arco ir si esprimerebbero per serie convergentissime me- 
diante la formola precedente in x. Or questo appunto si ot- 
ticno col teorema qui appresso del geometra inglese Macbin: 

=4 are . tan -;r — are . tan — , 

4 5 *39 

che bentosto vcrinchcremo ; poiebb desumendo dalla serie 
in X gli archi le cui tangenti sono le frazioni y ed e 
sostituendoli nella espressione analitica del teorema, si trova 

^ (l sTs» "*■ ^ “ 7 T 57 + ) I 




+ 


ec 


)' 


.3(939)5 ' 5(939)5 

serie che dà prodiMncnIe ir = 3,i4ifÌ92653. 

In riprova del teorema di Machia osserviamo che per la 
nota formola di trigonometria 

9 bin a 

I 


tanrt-ftnnA , . 

tan(a-f-o) = > , da cui tan 2 a: 

' I— tan a. lane 


I — tan*a 


il doppio dell’arco la cui tangente b y trovasi avere per tan- 
gente — ; e il doppio di quest’ultimo, ossia il quadruplo del 


( 125 ) 


I flO 

primo trovasi aver per tangente Perlanfo il teorema in 
qiiislione equivale a dire 

* , IflO , I 

— =arc.tan nrc.tan-r- , 

4 i'9 239 

o vero 


«■ I 120 

— -f- arc.tan -— = arc.lnn — . 
4 a 3 g 119 


Ora essendo i la tangente di 


4 


quella del primo mem- 


di quest’ullima equazione, pel notato valore di tan (n + A) 


si trova essere che è pure la tangente del secondo membro. 

Essendo i numeri espressi da ir , da e, e da log e nel si- 
stema briggiano, quelli di uso più frequente nell'analisi, ab- 
biamo creduto dover dare pel primo , siccome altrove pel 
secondo e pel terzo , una serie con che si potesse facilmente 
valutare sino a quell’ ordine che si vuole ai decimali. 


XII. Estensione delle forinole di Taylor e di S tir ling 
alle funzioni di più variabili. 


123- Consideriamo la funzione 

s=/(a:,y), 

dove X ed y esprimono due variabili indi|)endcnti , e sup- 
pongbiamo che a queste variabili si diano gli aumenti ri- 
spettivi h c k. Trattasi di sviluppare in serie ordinata se- 
condo le potenze ascendenti di A e 4 il novello valore che 
prenderà la funzione, e che viene indicato da f [x-\-h,y-\-k), 
A tale oggetto porremo h = xm , k=xti, e considerando 
la quantità f{x-{-*m , y-\-xn) come una funzione di * in- 
dicata da F{x ) , sarà 

=/( X + xm , y m). 

Ora la funzione /'(») si può sviluppare secondo le potenze 
di a mediante il n.“ 86, e servono all’uopo i coeilicicnti 
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dilTercnziali successivi di /'(*). Per rilrovarli pongliiamo 
u = x + ctm ,v = y m , 

il che dà 

du du dv dv 

Sarà F{*)=f{n,v), e quindi pei'n." 26 
ma per lo stesso n.° abbiamo 


^ ossia = = ^ 

du’ du dx dx’ dv’ dv dy dy* 


dunque sarà pure 


F'{x)x=fm + ^n, 

' ' dx dy 


Similmente, prendendo il coefficiente difierenziale della pri- 
ma espressione trovata per F'{x), e ponendo mente che in 

df 

essa ciascuno dei simboli — , ~ può contenere ad un tempo 
u e & , si ottiene 

. dy du . dy dv . dy du , d’fdv 

du^ ^ aucw o» dvdu d» d»> 

d*f d* r 

Ma pel n.“ 60 , ~r^=-r-r-t fl per ciò che abbiam dello di 

^ ’ dudv dvdu ’ ^ 

sopra le difierenziazioni eseguile per rapporto ad u o & , di 
formolo dove u = x -{■ ctm , v = y -{• xn , danno gli stessi 
risultamcnti di quelle eseguile per rapporto ad ar o y. Don- 
ai F" \ 


que la precedente espressione ai F" [x) si ridurrà all' altra 

r 

dy' 


F" (») = + 2-^ mn + ~n' 


dx^ ■ dxdy 

Similmente si troverebbe 


F‘" {x) >»*+ 3 -^ + 3 mn' + n* , 

dx^ dx^dy dxdy'»^ dy^ 

e cosi appresso. 
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Dopo ciò facendo *a=o nella funzione F{x), e nei tro- 
vati coeilicicnli diflercnziali , ed osservando che allora la 
funzioncy’(x + «w, y -|- »n) , la quale nei delti coellìcienti 
si c sempre indicata colla semplice caratteristica J", ritorna 
allo stato primilivoy(a:,y ) ossia a, avremo 

F ( o) = z , 


ETf I / \ OZ ,OZo 

F" lo) = — m + 2 -r^mn ~j n , 

^ ' dx* ’ 

^ (0/ = — 5»* +3 »j*n+o OT»* + — 5», 

«ir* <feVy «fa-oTy* </y» 


ec. 


e quindi pel teorema del a.° 86 sarà 


F{x)=z-\-'‘~m 


« + 


ì^z . ' 
m 


dx^ 


, d^z 
+ 2-j-^mn 
dxdy 

+ — n“ 
dy' 


a .*■ _i_ d S 

~ + — 5 ^ 


dx^ 


+3 


+3 


_A 

dx^dy 

</** 


-m z) 


dxdy* 

+ 3F>" 




«* L 

n+“- 


o pure , rimettendo A e A in vece di a-m ed m , 


/(-+'* .y+*)==+è*+^T+ 

d^z h*k 


d*z h* d^s A* 


,dz, , d*z 
dy drdy dx*dtj ® 

flTy* 2 dxdy* a 

+ il 

«fy^ a. 3 
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È questa In forinola di Taylor estesa alle funzioni di due 
variabili indipendenti , ed il procedimento o , come suol dirsi, 
la /eyye di essa è evidente. Di jiiii è notabile che in essa 
( del pari che nella forinola di Taylor propriamente delta ) 
il primo termine è la funzione primitiva 3 =:=y‘( t , y ), e gli 
nitri scritti in tante righe verticali sono i dilferenziuli suc- 
cessivi e completi della stessa funzione, divisi rispettivamente 
per I , 2 , 2.3 , 2.3.4- , ec. tranne solo che i differenziali 
«fr e (/>/ delle variabili vengono rimpiazzali dai rispettivi 
aumenti h c k di esse. Lo stesso metodo di calcolo si ap- 
plica senza dillicoltà alle funzioni che racebindono più di 
due variabili , e conduce al medesimo risultamento. 

124- Facendo ora x = o ed y = o nella forinola prece- 
dente, c poscia cambiando h c k \n X c y , avremo esteso 
anche il teorema di Slirling alla funzione z=f[x,y) di 
due variabili , mediante la forinola 


/( ^ > y ) = -*0 + 








dx^ 





xy + 


L 

dy* » 


dx^Iy » 


dxdy^ * 



dove , 



tl 

d'J 


d^z 

, OC. servono a rappresentare 

</x* 


va- 


lori che prendono le funzioni z 


dz dz d^z 
'dx^ 


oc. al suppor- 


re nel tempo stesso a' = o ed j/=o. E lo stesso avrebbe 
luogo por le funzioni che racchiudessero più di due variabili. 

125. Quando la serie del n.® i23 , che d’ordinario si pro- 
lunga all’ infinito , si vuole arrostare al termine qualunque 
^ttrnto ^ avremo il Icrmiae compicmenlale di essa cercando 
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( siccome nel n.“ 87 ) quello della serie che esprime /’(») 
incdiaotc la sosliluzioue di 6a per » nel terni ine (,«+i 


di questa serie, espresso in compendio da 


a . 3 . . 


poscia rimettendo 7 i e A: al luogo di xm ed xn. Per tal mo- 
tto se nella serie in discorso non si Togliono considerare clic 
i tre primi termini , avrà luogo 1’ c<|uazione 


f(x-i-h,y-\-k)=z + ^h + 


</*5 

tlx* 9 


dV' x-^-OA ,y-\-0k ) A* 
dx* 9 . 3 


, t/s . , d*s . , , dy ar-t-d A . y-M h^h 

dy ^ dxdy dx^dy 9 

. dy(g-H>A,yH-6/) hk* 
dy* 9 dxdy * g 

, d^J{x-+f)hyy~*-tk) A* 
df^ 9.3’ 

dove 6 esprime al solito una fruziune positiva. 

126. Finalmente ponendo a*=o,y = o nei termine com- 
plementale delia serie di Taylor estesa a due variabili . c 
poscia rimpiazzando A e A con a- ed y , avremo quello che 
appartiene alla serie di Stirling similmente estesa : la quale 
sarà pertanto espressa da 


dz 


/(X, »/)=:.,+ T + 


dx 

dz 


+ 

dy '' 


+ 


J“z ** 

O 

f/j** li 


o 

dxdy 


TIJ-^ 



+ 


0» ,^y) ** 


dx^ 

9 3 

d*/(«ar,«y ) 


d^*dy 

a 

d^f {Ox ,by) xy* 

dxdy* 

a 

d^f («X ,('y) 

J. % 



V 9.3’ 


quando non se ne vogliono considerare che i primi tre 
termini. 

Se dunque i valori di /(ar-^A , y + A) , e di f{x,y), 
o di altre simili funzioni di più di due variabili , si vogliono 

*7 
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oitpriiiioru con alcuni tcnuiiii sullanlo delle serie di Taylor 
e di Slirling , a coniare dal primo sino a quelli di un cerio 
grado in A , ^ , o in a: , y ; si avranno i limili deircrrore 
pnivvenienle dal Ira; curare tulli gli alili termini, nel più 
glande e nel più piccolo di tulli i valori che possono pren- 
dere i lermini complemeutali da 6 = o sino à 6 =i. 

XIII. Dc'i tnas-ùmi e ilei minimi delle funzioni rc(di 
di una o di più variabili. 

127. Una funzione reale {*) di una variahile si dice che 
diviene un massimo nel sosliluire alla variahile un dato va- 
lor pnrlieolare quando assume un valor li ni lo, reale, e mag- 
giore di tulli i valori reali che assumerebbe sì aumcnlancTo 
che diminuendo quel va'or particolare di tulle le quanlilà 
comprese Ira lo zero ed un’ altra comunque piccola. 

K similmente si dice che diviene un minimo quando pren- 
de un valor minore di tulli quelli che prenderebbe , si au- 
mentando che diminuendo il valor sosliluilo alla variabile , 
delle quanlilà conlcnulc fra lo zero ed un'altra comunque 
piccola. 

A dir lo slesso in linguaggio analitico, la funzione f{x) di- 
verrà un massimo nel porre x= or , se sarà y’(rt) maggiore di 
f{a±h), ])cr tulli i valori di h compresi Ira lo zero ed 
un valore arbitrariamente piccolo ; c diverrà un minimo se 
per simiglianli valori di li sarà f{a) minore di f la A). 
Più brevemente :y( a ) sarà un massimo o pure un minimo, 
secondo che la quanlilà J{a±b) — f{a) sarà negativa o 
pure positiva. 

120. La nozione dei massimi e dei minimi si può anche 
dichiarare geomclricamcnle supponendo descritta la curva 
indicala dall’ ei|iiazionc y=f{^x), siccome nel n." 4. Al- 
lora f{a) sarà una particolare ordinala di essa , (o — A), 

f[a-\-h), per tulli i valori di A compresi Ira lo zero cil 


(*) Questo nome non importa che la riiiirione del)ha pici.dfrc valori 
reali por tutti i |)ossiIiili valori della vnrìi.hilc da — 00 a -t-oc, ma 
solo pur tutti ipielli contriiiiti fra due limiti qualiinijuu ; di tal rlic 
quando la fuii/jono y( x) è reale, l'equazione y=y(x) in linguaggio 
geometrico esprime iiecesiariainciilo uua qualche liuea. 
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on valore comunque piccolo, dinoteranno le ordinale die 
precedono e quelle che seguono la J [ a ) per mi trailo di 
curva quanto si vog'ia piccolo: onde ogni ordinala comune 
ad una serie continua di ordinale crescenti e ad un’ altra 
di ordinale decrescenti , sarà on massimo de'la funzione ; 
e per contrario, ogni ordinata comune ad una serie continua 
di ordinale decrescenti c ad un’altra di ordinate crescenti 
sarà un minimo della funzione. 

Stabilita cosi la natura dei massimi c dei minimi , non 
parrà strano l’ asserire potervi essere funzioni che non uni- 
mettono ne massimo nè minimo , polervenc essere di qiiel'e 
capaci di iin sol massimo o di un sol minimo, e pnlerve:ic; 
essere di quello che ammellono ad un tempo ninssimi e mi- 
nimi : del pari che una curva può avere le ordinale senqiro 
crescenti o sempre decroscentf, come nelle figure i|, i6‘, 
19 , 20 ; e può anche preseiilarc una o piò allernalive di 
ordinale crescenti e decrescenlf, come nelle ligure 10, i 5 , 
21 , 22 , 2Ì. 

129. Ciò posto , passiamo a trovare i massimi 0 i minimi 
ordinari della funzione reale così chiamando quelli 

che corrispoodono ai valori di x determinali per rcquaxic- 
iie J'^x) = o, come andiamo a dimostrare nunlranle la se- 
rie di Tajlor. Questa serie si prohinga onlinariamcnlo ali’in- 
finito , ma per P uso che noi dobbiamo farne basta da j.rin- 
cipio arrestarla ai termini di secondo ordine. Allora essa 
ci dà 

f(x±h) —f{x) = dz //'■(x) + ^J" ( X d: C/i ) , 

dove 6 esprime una frazione positiva ; quindi por ogni va- 
lore di X capace di rendere j(x) nn massimo o pure un 
inliiìino , il secondo membro di questa cr|uazioiie dovrà es- 
sere negativo o pure positivo , a somiglianza de! primo , e 
ciò coslanlemente o, vog,liam diro, per lutti i valori di h 
contenuti fra lo zero , ed un valore positivo che può suj - 
porsi arbitrariamente piccolo. Ma essemlo zero il limite del 

prodotto ^ .y*" ( a: zh 6^ ) per rapporto ad h decrcsreiile 

( almeno quando il limilo f"{x) del secondo fattore ha va- 
lore finito e diverso da zero ) , iie viene in conseguenza che 
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può supporsi h (li valore si piccolo da rendcie , nstrazion 
i'alla dal segno , 

equindi <A/*'(®) 5 

ed è cliinro che dove ciò abbia luogo per un cerio valore 
di h , con più ragione avrà luogo per Uilli gli altri valori 
compresi tra esso e lo zero. Diimpie ummeltendo questa sup- 
posizione, consentita dalla natura del problema, la quantità 

non potrà essere costantemente negativa o costantemente po- 
sitiva ainmeiio che non si supponga f (x) = o , e quindi x 
eguale ad una delle radici reali di questa equazione. Al con- 
trario , facendo questa supposizione , c chiamando a una. 
qualunque di tali radici , la quantità precedente diverrà 

{a zL^à) , e quindi avrà il segno di f" ma 

questo segno , da un valore di h convenevolmente piccolo 
sino a zero non differisce dal segno della quantità deter- 
minala f" {a) allorché questa è finita e diversa da zero 
( del pari che una ordinata finita ed ciTettiva di una curva 
ha io stesso segno di quelle che immediatamente la prece- 
dono c la seguono ) ; dunque f{a) sarà un massimo o pure 
un minimo secondo che f" ( a) sarà negativa o pure positiva. 

i3o. Nel caso in cui f" {a) fosso nulla, la quistione ri- 
marrebbe indecisa; ma allora facendo capo dalla serie di 
Taylor arrestata ai termini di quarto ordine , si à 

/( » ± A ) -/( « )=± ■ 

e nulla impedendo di applicare a questa espressione in a ed h 
il ragionnme'iito di sopra usalo per una consimile espressione 
in X ed h, ne viene in conseguenza che se pel valore a di x, 
già determinato, è finita, non sarà J'{a) ne un 

massimo nè un minimo; ma laddove ancora j"\o) fosse 
nulla , avrebbe luogo il massimo se fosse finita c ne- 
gativa , ed il minimo se fosse finita e positiva. 

Allo stesso modo, se fosse ancora y’''^(«) = o, e 
di valor finito, non sarebbe f{n) nè un massimo nè un 
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niitiimo ; ma supponendo anche y’(a) = o, di 

valor liiiilo , il segno meno o più di questo valore annun- 
/.iurubbc un massimo, o un minimo per /(a): c cosi di 
seguilo. 

.3.. Quindi la regola per trovare e distinguere gli uni 
dagli altri i massimi e i minimi ordinari della funzio- 
ne reale f{x) di ima variabile, potrà essere la seguente r 
si eynuf/li a zero il primo coefficiente differenziale f' (x) 
della funzione , e ciascuna delle radici reali dell’ equa- 
zione f' (x) = o si sostituisca in luoyo della variabile x 
nei coefficienti differenziali successivi ì" (x) , f" (x) , ec. 
della Jiinzicne , arrestandosi al primo che non diventa 
zero; poicliò sappiamo ( 94 ) die non possono tutti svanire. 
Quando un tal coefficiente differenziale sarà di valore 
finito e di ordine pari , la funzione diverrà un massimo 
o pure un minimo secondo che il segno di questo valore 
sarà il meno o pure il più. 

Quando sarà finito e di ordine dispari, non avrà luogo 
nè massimo nè minimo. 

Quando finalmente sarà infinito , non si potrà desumere 
da esso 0 dai susseguenti se la funzione divenga o no %tn 
massimo o un minimo. Di fatti si ù potuto osservare che 
r analisi precedente esclude questo caso, il quale trovasi per 
altro implicitamente discusso nella nota qui soggiunta (*). 


(*) La rimzionc reale f {x) , o l’ordinala della curva che dessa rap- 
presenta , passando da uno stalo crescente ad un ^Itro derrescente , o 
pure da uno stato decrescente ad nn altro crescente, secondo che ncl- 
i’ intervallo diviene un massimo o pure un minimo (128) , questo cani- 
bianiento di slato ne apportar.^ un altro di segno nel coeflìcientc dilTc- 
renziale f (x) della funzione primitiva ( nota del n.® 515 ). Ma una 
quantità variabile non subisce cambiamento di segno se non passando 
per lo zero 0 per l'inUnilo; dunque, oltre dell'ordinario, si avrà un 
altro mezzo di ricerca dei massimi c dei minimi della funzione f (x) 
ponendo 

/' ( X ) = 00 , o piuttosto = o , 

c delta a una qualunque radice reale di questa equazione, si dovrà poi os- 
servare se i segni di f'(a — A) c f'(a-i-A) siano realmente diversi: poi- 
ché in tal caso f(^a) sarà lin massimo o pure un minimo secondo che questi 
segni sono per ordine il -4- ed il — , o pure il — ed. il ; dove che 
se tali segni fossero simili, y( a) non sarebbe ne un massimo né un 
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1Z2. Se la funzione y non fosse data che impiicitamenfe 
per r (Hjiiazione J'{x , y) = o y nè tornasse conto , o non si 
jK)lesse ridurla in funzioni esplicite con risolvere questa equa- 
zione per rapporto ad y, allora i coefficienti differenziali di 


iniaimo. Si poircbbo ancora pronunziare sul risultato verificando diret- 
tamente se i valori di /(a — A) e f(a-^ A) sono iu realtà tutti due 
minori , o tulli due maggiori di f (a) , almeno pei valori di A com- 
presi Ira Io zero cd un valore che può supporsi piccolo quanto si vuole: 
restrizione che vale ancora per l’auro mezzo di verifica. 

Ma se in fine si supponga clic pel valore a capace di rcndereyfx) 
un massimo o pure un minimo, una dcli’espressioni f(a — A),f(a^A) 
esser debba reale c I’ altra immaginaria, più non sarà necessario che 
per lai valore il coefficiente differenzialo /*( a:) divenga nullo o infi- 
nito , non essendovi allora , a parlar propriamente , cambiamento di 
segno nella funzione , o nella ordinata che la esprime. E dunque chiaro 
clic siffatto valore non vuol esser trovalo per la risoluzione deli’ una o 
dell’altra dell’equazioui J'(x)=Oyf{x) = ao, ma si bene colla 
condizione che per esso avvenga il passaggio della funzione dallo sialo 
renio all’immaginario ; se non clic bisognerà poscia sostituirlo nella fun- 
zione per pronunziare su) valore che questa prendo , e distinguere il 
m.itsiino dal minimo. Cosi per esempio la funzione 

yf-i-B{x — a)-hC(x — o) , 

dove con w ed n interi e positivi si suppone 2m-+-i> 2», contenendo 
iin radicale di grado pari, passerà dallo stato reale all’immaginario 
allorché la quantità variabile al medesimo soggetta di positiva diven- 
ta negativa ; quindi nel caso nostro essendo intera , diverrà nulla 
in tal passaggio c ci darà x = a. Con questo valore della variabile il 
■•oefficicnle differenziale della funzione non diventa nè nullo uè Infi- 
nito , e ciò uoudimeno si vede f.icilracnle die il valore ji preso dalla 

finizione è un massimo o pure un minimo secondo che B si suppone 

negativo o positivo. 

Porremo termine a questa nota osservando cFie la funzione y=f{x) si 
dice continua per rapporto ad x tra due limili dati , quando neirinlcrvallo 
Ila sempre un valor reale e finito , ed oltre a ciò un canibiamerlo in- 
finilcsiin ile della variabile produce sempre nella funzione un cainbia- 
menio infinilesinialc , sia dello stesso ordine sia di ordine diverso. Si 
dice poi continua nelle vicinanze di un valor particolare a , quando è 

coniimia fra due valori comunque vicini l’uno all’altro, c che traessi 

comprendono a. Da ciò segue che la funzione y (a:), sarà chscontimKi 
por quei valori di x , nei quali acc.ade il di lei passaggio dal reale- 
all’ immaginario , o dal finito all’ infinito. La ricerca di qucst’ullimi , 
estranea al nostro scopo , si farebbe mediante l'eqiiazione /(*)=!0o; 
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primo e di secondo ordine di y si avrebbero dall’ equazioni 
derivate scritte nel n.® 72. II perchè , dovendo eguagliare a 
sero quello di primo ordine acciò la funzione divenga un 
massimo o pure un minimo ordinario , le citate equazioni 
si ridurranno più semplici , divenendo 


dj; ’ <Ar* dy d,c^ 


= 0. 


La proposta equazione e la prima di queste due serviranno 
a trovare i valori di a- ed y ; e sostituendo poscia questi 
valori nella seconda, ci si rendcrA nolo il coclJicienle diffe- 
renziale di secondo ordine , il quale a tenore che sarà po- 
sitivo o negativo annunzierà che la funzione proposta, 0MÌa 
il trovato valore di y , è un minimo o pure un massimo. 

Non c’ iiitratterrenro sui casi in cui il coefficiente differen- 
ziale di secondo ordine risultasse nullo , o infinito , od an- 
che indeterminato, sia perchè rarissimi ad aver luogo, sia 
perchè non difficili ad essere sviluppati mediante l’uso delle 
derivate sussecutive, e delle cose già esposte innanzi e nella 
nota del n.* precedente. (*) 


ma quella dei primi dipende per necessità dalla natura della funzione: 
COSI ( per aggiungere qualche altro esempio a quello dei radicali pari 
già dello ) Iralttiodosi delle fuuziooi “ 


» arc.seii/(ir) , arc.cos/(a') , arc,s.v./(ar) 

converrebbe porre per la prima /(a-) = 0 , per la seconda e per la 
terM/(x)=. 1 , e per 1 ullima/(x) = o , o pure 
che , siccome è noto , sono immaginari i logaritmi dei numeri neizalÌTÌ 
ossia minori di o , egualmente <*e gli archi trigonometrici di seno o 
cc^no^ maggiore di i , e quelli di seno-verso negativo , o pur roag- 


Dopo ciò si può concludere che i valori di x capaci di rendere/ (x) 
un massimo o un minimo , non possono essere che quelli i quali ren- 
dono una delle funzioni /(x) ,/' (a-) discontinua , o pure /' (x) nulla. 


(•) Combinando requasione/(x,y)=o colla equazione ^ = o . che 

dy * 

nasce d. ni supporre inlìnito il coefficiente dilferenziale di w,o con altra 
equazione atta ad esprimere che y cessa di essere funzione continua 
Hi X, SI otterrebbero i valori x propri a rendere, quando è possibile, 
massimi o minimi non ordinari i corrispondenti valori di y. salvo poi 
a vedere so ciò realmente abbia luogo con uno dei mezzi dichiarali nella 
iu>lJi proceueiilo. 
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È osservabile clic mediante il contenuto di questo n.", si 
esegue la ricerca .dei massimi e dei miaimi di ima funzione 
di X, senza conoscere qual sia individualmente questa funziono, 

f ierchò tale conoscenza esigerebbe die Tequazionc J'(x ,y)=o 
òsse risoluta per rapporto ad y. Con tutto ciò la détta ri- 
cerca sarebbe utile quando fosse indifferente il sapere la pre- 
cisa funzione di x alla quale i massimi o i minimi trovali 
si appartengono. Supponendo per esempio die la proposta 
erjuazione sia x^ — 3a:y-|-a:’=o , si ritrova per y un nias- 

3 _ 3 _ 

simo ordinario ed eguale a \/4. quando x — \/ 2 ; ma que- 
sto non esige la conoscenza della funzione di x ( fra le tre 
die la y può rappresentare ) cui il detto massimo appartiene. 

i33. i'cr dare un’applictazione delle regole precedenti, sup- 
porremo clic si ccrebi la minima o la massima delle rette 
che possono condursi da un punto dato ad una data curva. 
Chiamando a c é le coorainate del punto dato, ed x,y 

3 udle di un punto qualunque della curva , la lunghezza 
ella retta che li unisce viene espressa , com’ è nolo , dal 
radicale 

\/{x-ar + {y-òr, 

dove y rappresenta una funzione implicita di x , in virtù 
dell’ equazione della curva. Prendendo il cocOiciente differen- 
ziale del radicale sotto questo punto di veduta, ed eguaglian- 
dolo a zero si à l’ equazione 

x — a + {y — ò)^ = o, (i) 
dove per — va sostituito il valore che ne dà l' equazione de- 
rivala della curva. Pertanto l’equazione (i) e quella della 
curva data determineranno i valori di xe y, e con essi la 
retta dimandala. Pare adunque che nuli’ altro possa dirsi 
con certezza circa questo problema , se prima non sia indi- 
viduala l’equazione della curva ; ma noi andiamo a vedcie 
che anche senza ciò si può dire qualche cosa circa la posi- 
zione della retta riguardo alla curva, ed il carattere geometrico 
che distingue il minimo dal massimo. 


Digiiized by Google 



(- 37 ) 

DifaUi l'equazione (i) ci dà 

y — f> j_ 

x—u dij ' 

dx 

e questo risultamcnlo , atteso il significalo gcomclrico ( nota 
del n." jj ) di ^ nella curva, e quello altronde noto di 

nella retta di cui ed ar,y sono le coordinate di due 

f )uuti , ci fa palese die questa retta delih’ essere perpcndico- 
aro alla tangente della curva o , come suol dirsi , normale 
alla stessa curva nel punto comune ad ambedue , e di cui 
sono coordinate x c y. Ciò per verità era facile a prevedersi, 
ma pure non basta per pronunziare se la medesima retta 
normale sia realmente un massimo o un minimo , c per di- 
stinguere nell’affermativa l’uno dall’altro. 

A questo fine convien ricorrere al coefllciente differenziale 
di secondo ordine , il quale da principio si trova essere 

— + [(a?— o)* + (y— i)‘l* 

ma sopprimendovi il secondo termine che è nullo per l’equa- 
zione (i) , si vede che ha il segno stesso della quantità 

■ + (s)’+ (2' ("> 

, riguardando il radicale come quantità positiva. 

Per fissare le idee suppongbiamo che sia positivo, cioè 

a dire (55) che la curva rivolga la convessità al margine in- 
feriore della p.igina. Allora la quantità precedente sarà positiva 
se tale si suppone y — b , cioè a dire se, avuto riguardo an- 
che ai segni, la distanza del punto dato A{Jiy. 25) dall’asse 
delle X sia minore di quella del punto M dove la curva in- 
tersegasl con la normale ; d' onde segue che in questo caso 
la distanza AM sarà sempre un mimmo: il che per altro è 
evidonlo. Ma so si suppone xj — b negativa , di sorta che la 
distanza del punto dato dall’ asse delle x sia maggiore di 
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quella del punto M ^ la quantità (s) sarà positiva ed avrà 
luogo il minimo quando si à 


b 



dove che la medesima quantità sarà negativa ed avrà luogo 
il massimo se si à 


h — y> 



É chiaro che tra questi due casi vi à quello in cui 



dx* 


e pel quale non esiste, generalmente parlando, nè massimo nè 
minimo (i3i). Di fatti vedremo a suo luogo che ciò si verifica 
per un certo nur.!o C cosi posto sulla normale, che il cer- 
chio descritto con es:^ punto come centro e col faggio CM 
interseca la cu/ /a in jJ, onde questa retta CJfl paragonala 
a quelle c!.e unicccno il punto C coi punti della curva che 
giacciono dalle due parli del punto , non può essere mag- 
giore o minore deirune e dell’ altre nel tempo stesso. E però 
il dello punto C separa sulla normale i punti come pei 
quiili la disianza è un minimo, da quelli come }>ei 

quali la distanza è un massimo. 

Simili osservazioni avrebbero luogo quando il coefficiente 

differenziale^ fosse negativo. 


Passiamo adesso a considerare una qualunque fun- 
zione reale (*) di piu variabili indipendenti x ,y premei- 


(*) Anche per una funzione di più variabili l’essere reale importa 
elio abbia raion' reali fra due limili comunque vicini di ciascuna va- 
riabile , per modo che se le variabili fossero due iole la funzione 
t’.ipriiiii'rcbbe l’ ordinala di uua qualche superficie. 
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tendo che essa , a simiglianza di quelle di una sola , si dice 
un massimo quando ha un valore reale^ e maggiore di lulli 
i valori reali vicini, cioè a dire di lutti quelli che avrebbe 
facendo variare x,y , io più o in meno di Quantità 
picciolissime ed indipendenti. E per contrario , si _uice un 
minimo quando ha un valore più piccolo di tulli i valori 

reali vicini. _ ^ .. j. 

Su questo argomento ci limiteremo a considerare di pro- 
posito 1 massimi e i minimi ordinari , ossia quelli che re- 
stano determinati (siccome vedremo) dal porre uguale a zero 
ciascuno dei coefficienti differenziali parziali di primo ordine 
della funzione : perchè son essi quelli che si pimentano nella 
piupparle delle applicazioni del calcolo differenziale. E dipp.ù 
esporremo minutamente il metodo per ritrovarli, che di sua 
natura è generale , considerando una funzione di due sole 
variabili. 

Sia dunque 

Ricorrendo allo sviluppo di y( a: + A , y + à) limitalo ai 
termini di secondo grado rispetto di 4 e , abbiamo (lefi) 


/(ar-f 4,y+Ar) 


z 


d». . d‘/(x-*-tA,r-i-tlk) à* 
dx* a 


dy dxdy 

dy* 7 ’ 

dove 0 esprime una frazione positiva. Ora supponendo i la* 
lori di 4 e 4 abbastanza .piccoli , si potrà render wmpre il 
primo termine maggiore del secondo : di fatti nqlla impedisce 
di porre 4= su» , k—^oa , e di considerare x e p come co- 
stanti arbitrarie e diverse da zero , ed <» come variabile : 
con che i delti termini si cambiano in altri affetti rispetti- 
vamente dai fallori ed «* di una stessa indeterminata , e 
quindi può loro applicarsi il ragionamento adoperato j^r le 
funzioni di una sola variabile. Dunque perchè dei valori simul- 
tanei di X ey corrispondano ad un massimo o ad un minimo 
della funzionez, o in altri termini, perchè y|( ar + 4, w-h 4) — z 
sia quantità negativa in un caso e positiva nell’ altro per 
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totli i Talori di A e A piccolissimi e di segni arbitrari , 
necessario' in primo luogo che il binomio 




(I) ■ 


sia nullo, perche varia il segno di esso ‘nel' variare* ad im 
tempo quelli di h e k. Ma per la ind/|)endcnza di quesfc'gran- 
dezze è anche lecito suppone che una di esse pCr volta abbia 
valore, e l’altra sia milla ; dunque avremo partitamente 



e quest’ equazioni determineranno i valori reali di ir e y che 
possono risolvere il problema, e che saranno ordinariamente 
di numero finito , perchè l’ equazioni sono altrettante che le 
ignote. 

i35. Con questi valori di a: ed y che dinoteremo con a e A , c 
con quelli che prendono in conseguenza i tre cocilicienti diffe- 
renziali parziali di secondo ordine 4-^ , , — , e che noi 

fixatj dy* 

chiameremo rispettivamente abbiamo il trinomio 


^ h* + Bhk + (li) 

per espressione del limite dei valori che può assumere 

— /( a ,ò) 

quando A e A si suppongono piccolissimi. Quindi per essere 
la quantità f{a,b) un massinm o pure un minimo, il detto 
trinomio dovrà serbarsi costantemente negativo , o costante- 
mente positivo nei cambiamenti arbitrari di A c A in segni 
e valori. 

La possibilità di questa costanza di segno è qui evidente, 
perchè dessa à in fatti luogo separatamente nel primo e nel 
ferzo termine. Nondimeno, a motivo del termine B/ik il cui 
segno varia con quello del solo A o del solo A, si deve pre- 
sumere che sarà necessaria una relazione particolare fra le 
B , C , affinchè l’intero trinomio resti sempre positivo o 
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scmpré ncgatÌTO. Per rinvenirla osserviamo che il medesimo 
è uguale idcoticament(^al prodotto 


CK^/k* Bh 



e che in questo il fattore esistente fuori la parentesi ha sem- 
pre il segno stesso e determinato di C. È chiaro da ciò che 
per la richiesta costanza di segno nei trinomio (II), è condi- 
zione necessaria che sia pur costante il segno aell’ altro suo 
fattore. 

Ora è noto dall’algebra che questa condizione si verifìca, 
e che inoltre questo segno è sempre il più se ponendo 


, B k 
A* ® C A 



0 | 


questa equazione dia valori immaginari per ^ , cioè a 
se si abbia 


B'^AC. 


dire 


Quante volte dunque ciò avrà luogo, ed in conseguenza C 
avranno ancora segni simili, si potrà affermare che f[a,b\ 
è un massimo o pure un minimo; ed il segno del trinomio (II) 
essendo allora costantemente lo stesso che quelli à\ A e C, 
si distinguerà il massimo dal minimo per la natura di questi 
segni, i filali dovranno essere — per luno, e per l’altro. 

i36. Con eguale certezza può affermarsi che quando si 
trova 

£*>AC 


non sarà f{a,b) nè un massimo nè un minimo , perchè 


allora la precedente equazione dà per | due valori reali ed 


ineguali, onde il primo membro di essa, c quindi il trino- 
mio di cui si tratta può cambiar segno cambiando valori 
reali per h a k. Difatlj questo trinomio può anche ricevere 
la forma 

per la quale 6 'evidente che il fattore variabile risulta posi- 
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lÌTo (|uando si suppone ( com'è permesso ) k = o , e risulta 
negativo quando si suppone = o. 

137. Quando finalmente 

il die esìge ancora che i s^ni di e C si(mo simili , il 
solito trinomio si riduce a 

S(JA + Bk)', 

onde h chiaro che si mantiene, generalmente parlando, po- 
sitivo o negativo con ^ e C. Ma supponendo h e k tali che sia 

jiA + Bk = o , e quindi k=:s — dkf 

esso diverrà nullo, e dovremo in sua vece impiccare il p<^ 
linomio di terzo grado in 4 e à ddla serie il Taylor , il 
quale vicn espresso da 

+ + - («0 

a. 3 a a ' a. 3 ' 

supponendo che D , E , F , G dinotino i valori che prendono 
i risjiettivi coclficicoli dilferenziali parziali di terzo ordine 

rfs* d*z d*x 

dx^ ’ dx*dy * dxdy* * dy* 

nel sostituire in essi a e ò per a; ed 
Or questo polinomio divenendo 

\a.3 X i a. 3 it V " 

nel sostituirvi il precedente valore di à in 4 , è chiaro che 
muterà segno con h se il oocfliciente di k} à valore finito. 
Allora dunquey(n,à) non sarà nè un massimo ne un nii- 
niino ; ma potrà tornare ad essere l’ uno o l’ altro se quel 
uoeliìciente sarà nullo , cioè a dire se si abbia 

A\G—ZJ'B.F-\-ZAB'.E—BKD=o. 

Difatli conviene allora far capo dal polinomio di quarto 
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grado in 4 e A; della serie di Tajior , il quale si può espri- 
mere con 


L 

b.3.4 




chiamando L , M , N , P , Q i valori che assumono i rispet* 
tivi coefficienti diflerenziali parziali di quarto ordine 

</** rf** </** d^% 

dx^ ’ dx^di/ ’ dx*dy* ’ dxdy* ’ </y* 

quando si pongono in essi a e 4 per x e y. Questo polino- 
mio diviene 


/Z M A N jf P A» Q „ 

Va. 3. 4 9.3 Z* a.3.4 Z*/'* 

nel sostituirvi per k il precedente valore in 4, onde è chiaro 
che avrà sempre il segno del coefficiente di 4^, o che torna 
lo stesso , della quantità 


Adunque se il segno di questa quantità sarà simile a quelli 
Al Ae C, si potrà afTermare che J‘(o , 6) è un massimo 
o pure un mimmo; poiché allora per tutti i valoK piccolis- 
simi di 4 e 4 , quello di y(a + 4,4 + 4) — J'{a , & ) ri- 
sulta sempre positivo o sempre negativo. E propriamente 
avrà luogo il massimo se i tre segni sono — , ed il minimo 
se sono Non sarà poi f(a ^ 6) nè uh massimo nè un 
minimo se il segno delia quantità precedente sarà diverso da 
quelli di A e C. 

i38. Questo metodo però di riconoscere e distinguere il 
massimo dal minimo quando AC=B*^ non è applicabile 
alia funzione speciale 


z = Ax* + 2 Bxy + Cy* + zDx + zEy + 
poiché essendo per essa 

tutti gli altri coefficienti parziali di ordine superiore sono 
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nulli. Ma noi osserviamo che appuulo , perchè luilli, si à in 
termiai fìnili 


na-\-h,b-Yk)-f{a,ò) = ~{Ah + BI^\ 

e quindi per ludi ^l' inGnIli sistemi di valori di A e A i quali 
non dauno Ah-{- Bk = o, la q nauti (ù 

/( a + A , A + A ) — /( o , A ) 

à costantemente il segno Ai A: dal che c permesso condii* 
dere che f{a , A) in riguardo a tali valori di f{a-\-h , A + A) 
sia veramente un massimo o un minimo secondo che A è 
negativa o positiva. Se non che , siccome pei sistemi ( anche 
infìnili ). di valori di A e A capaci di rendere Ah-\- Bk=o . 
risulta f (a , b) eguale anzi che maggiore o minore di 
y ( o + A , A + A ) , COSI , a dir vero , sarà questa che qui 
si presenta una specie particolare di massimi e minimi. 
Frattanto , per essere come abbiamo detto 

y*(a + A , A + A) =/(« , A) quando Ah + Bk=Ot 

si fa palese che i sistemi di valori di a: e y dati per l’cqua- 
zioni 


^ — 2{Ax + By+D)z=o,^:=2{Bx + Cij + E)=o, 

c dei quali uno qualunque fu per noi (i35) indicato con a c A, 
debbono essere infiniti per la funzione proposta. Or questo 
conduce ad una nuova condizione tra le costanti A,B, C,D,£J 
di essa; giacche per ridursi ad una sola l’ equazioni prece- 
denti è forza che si abbia non solo AC=B'^, ma altresì 
AE=s.BD, e quindi pure BE=CD. Ed in falli, se per 
verificare l' assunto si sostituiscano nella funzione pro|K>sla 
i valori di C cd E traili dalle condizioni AC=B* cd 
AE = BD , il lisultumcnlo potrà scriversi sotto la forma 


z = A 



B 



AF—I)^ 

1 




per la quale è manifesto che quando Ax Bxj D = o , 
.si à un massimo o puro un minimo secondo che il segno 
di A h \ì meno o pure iL/j/«; 
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Questo risullamento è oonrcrmalo dalla geometria , porche 
l’equazione precedente considerata come espressione analitica di 
una superficie curva, questa superficie coi noti metodi si trova 
essere cilindrica e di lati paralleli al piano delle Quindi sup- 
ponendole applicato un piano tangente parallelo allo stesso 
piano delle xy , \a z del lato di contatto saranno tutte 
eguali fra esse, ma più grandi o pure più piccole delle z di 
tutti gli altri punti vicini ( tranne quelli posti sui lato di con- 
tatto ) , secondo che la superficie si suppone rivolgere la con- 
cavità o pure la convessità al piano «elle xij. 

iSq. Dopo ciò che precede la regola pei massimi c mi- 
nimi ordinari della funzione z=f{x ,y) può essere cosi 
enunziata : si pongano t equazioni 


dz dz 

di~^ 

e detti a , b due qualunque dei valori reali e simultanei 
di X , y , dati per la risoluzione di queste equazioni , si 
dinotino con A , B , C quelli che nascono sostituendoli nei 
coefficienti differenziali 

^ 

dx“ ’ didy ’ dj“* 

Allora se si troverà B* AC , sarà f{&,h) un massimo 
o pure un minimo secondo che i segni cf* A e C ( i quali 
per la supposta condizione esser debbono simili ) saranno 
negativi , o pure positivi. 

Se si troverà B* ]> AG , non sarà y‘( a , b) nè ttn mas- 
simo né un minimo. 

Se Jinalmente sarà B“ = AC , si sostituiranno a e b per 


d3( dSl 


d*i 


d*i 


X e j nei coefficienti differenziali ^ 

e detti rispettivamente D , E,F , G » valori che ne risul- 
tano , se la quantità 

A’.G— 3A*B.F+ 3AB".E — B*.D 


prenderà valore Jinito , /{ & ,\ì) non sarà nè massimo 
nè minimo ; ma se risulterà nulla , si sostituiranno an- 
cora a e b per x e y nei coefficienti differenziali 


d^z d^ d-iz d^z d^z 

dx^ ^ dx^dy ’ dx^dy* ’ didy^ ’ dy4 ’ 

'D 
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e detti L , M , N , P , Q * rispettivi risultamenti ^ siosser- 
vera il scyno della quantità 

A^.Q— 4.ASB.P+6A“B“.N— ÌABs.M + B-^.L. 


Questo segno potrà essere simila o contrario a quello 
che è comune alle A eC, in virtù della condizione B*=AC. 
Supposto simile , /( a , b ) sarà vn massimo o pure un 
minimo secondo che sarà meno o pure più ; supposto 
contrario , non sarà yia.b) nè massimo nè mimmo. 

Ma se la condizione B*= AC si verijìca per la funziono 
particolare 

I = Ax*+ aBxj 4- Cj"-r aDx + aEj- + F , 
questa diverrà un massimo od un minimo , espresso da 


AF— D* 

A ' 


se sarà pure AE=liD. Inoltre questo massimo 


o minimo avrà luogo per tutti i valori di xe g che dan- 
no Ax + By + D = o , ed al solito si distinguerà t uno 
dall' altro mediante il segno di A che sarà meno pel mas- 
simo, e più pel minimo. 

i4o. Si è finora lacitamenle supposto cbe \e A ^B,C 
non siano nulle ad un tempo ; laddove però questo caso 
avesse luogo , e le D , E , F , G avessero tutte o parte valor 
finito , non potrebb' essere f{a,l>) nò un massimo nè un 
minimo, perchè il segno del polinomio (III), che dee rim; 
piazzare il trinomio (!I) supposto identicamente nullo, varia 
con quelli di A e 4. Nondimeno, se anche le D , E , F , G 
fossero nulle parlitamenle , l’ esistenza del massimo o del mi- 
nimo tornereblie possibile , perchè dipenderebbe dal polino- 
mio (IV) di quarto grado in A e A. 

Allo stesso modo, se fosse anche nullo il polinomio (IV) 
e sussistesse almeno in parte 1* altro di quinto grado in A 
e k delta serie di Taylor, non si avrebbe nè massimo nè 
minimo ; ma questo stato della funzione tornerebbe possibile, 
e dipenderebbe dal polinomio di sesto grado della medesi- 
ma serie , se quello di quinto grado fosse nullo ancor esso 
identicamente : e cosi di seguilo. (*} 


(*) Vuoisi notare che per le funzioni di più variabili (del pari che 
per «luelle di una sola ) può avvenire che tutti o parte di quei coeffi- 
cienti ditferentiali da cui dipende il giudizio da portarsi circa il valore 
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Quanto poi a trovale partilamentc le relazioni die per la 
esistenza del massimo o del minimo debbono aver luogo tra 
i coefficienti dilFerenziali parziali di ordine superiore al se- 
condo nei detti casi , non che tra i coefficienti parziali di 
secondo ordine o di ordine supcriore per le funzioni di più 
di due variabili , questa ricerca si riduce sempre a quella 
delle condizioni le quali esprimono che una equazione al- 
gebrica non abbia radici reali. Quindi essa è tutta di com- 
petenza dell’algebra propriamente detta, e noi saremo qui 
contenti di accennarla considerando sommariamente i mas- 
simi e minimi ordinari di una funzione di tre variabili. 
i4i. Sia 

u—f(x,y ,'z) 

questa funzione. Un’analisi affatto simile a quella del n.” i34 
darà l’ equazioni 

du du du 



che determinano {*) i valori di x ,y , z idonei al massimo o 


detta funiione, sicno infinili. In questo caso nutla si può desumere da 
essi e dai coefEcieiili parziati conscculiri, Lo slesso va dello del caso 
in cui i valori delle variabili fossero di quelli che ren- 

dono discontinua la proposta funzione , o i suoi coefficienti parziali di 
primo ordine, e precipuamente di quelli che si ottengono eguagliando 
questi ultimi all’ infinito. In questi casi il giudizio da profferirsi per la 
funzione f{x , y , . . . . ) dipende dallo sviluppo che può avaro 

J {x fi , y k , . . .) secondo le potenze ascendenti , ( ma non 

tutto intere e positive) di à , X', . . . ; o pure dall’attento e non fa- 
cile paragone del primitivo stato della funzione ai nuovo stato di es- 
sa , nel quale h , k , . . . possono stimarsi piccole quanto si vuole. 

Del resto i valori di ir , y , • . . che rendono discontinua una fun- 

zione, sogliono renderla pure un massimo o un minimo quando accada 
che non divenga infinita. 

(*) La natura della funzione u può esser tale che ad una infinità di 
sistemi differenti di valori attribuiti ad x ,y,. . .corrispondano valori di u 
eguali tra essi, ma maggiori o minori di tutti i valori reali vicini. Al- 
lora ciascuno di tali valori di u è una specie di massimo o di minimo, 
e restando soddisfatte in infiniti modi 1' equazioni che in generale ren- 
dono determinati i valori di ir , y, . . .è forza conchiudere che le mede- 
sime debbono esser tali da potersi dedurre in parte le une delle altre. 
Ne abbiamo già veduto (i38) un esempio nella funzione 


./ B D\* 


JF—D* 
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pure al minimo della funzione, allorcliè quesia n’è capace, 
e darà insieme il polinomio 

- A* + fìhk + - A* + Dkl + -/* + /’/A , 

fi 2 fi 

in cui A , B , e , D f E , F esprimono i valori che pren- 
dono i rispellivi coollìcienli parziali 

(Fu d*u d“u d’u d*u d^u 
dx* ’ dxdy ’ rfy® ’ dydz ’ dz* ’ dzdx 

nel sosliluirvi i valori di x ,y ^z. Questo polinomio, secondo 
che si suppone aver luogo il massimo o pure il minimo 
dovrà perseverare coslantemente negativo o costantemente 

f iosilivo in tulli i possibili cambiamenti di A , A , / in va- 
ori piccolissimi , e in segni. Per Io che la stessa condizione 

h k 

dovrà veriGcarsi, qualunque siano i valori di - c j, circa il 
polinomio 

^ + 0 ( 4 ^ ) 7 + ^’ 7 ^^ + ^ ® 7 + ^ ■ 

che nasce dal moltiplicare il precedente pel fattore ossei, 
zialmenle positivo. Or questa condizione sarà soddisfalla 
qualora supponendolo eguale a zero si abbiano per j espressio- 
ni immaginarie , indipendentemente dal valore di j , cioè a 
dire quando risulti negativa la quantità 

sotto qualunque valore di Ma supponendo ^=o , questa 

oiianlità si riduce ad F* — AE ; dunque in primo luogo 
doi rà essere “ 

F‘<AE. (i) 
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Dippiù la medesima quantità moltiplicala per I* diviene , 
senza cambiar segno , 

( B'—AC) A“+ 2 ( BF-AD) hi + ( F'—AE) l\ 

Or questa essendo di forma affatto simile al trinomio con- 
siderato nel n.® i 3 d, possiamo, senza più, concludere che 
per serbare costantemente lo stesso segno dovrà essere 

(BF—ADY^{B' — AC){F'—AE)-, (2) 

e da quest’ altra condizione segue che debba essere B* -<C.AC 
del pari ebe si b trovalo F* ^AE , e che però i segni di 
A , C , E debbono essere gli stessi. 

Sono adunque (i) c (2) le condizioni comuni al massimo 
ed al minimo , e si distinguerà l’ uno dall’ altro mediante il 
segno delle A ,C , E che vuol essere il meno pel massimo, 
ed il più pel minimo. 

14.2. Per dare anche un esempio di massimo o minimo 
di una funzione di più variabili , risolveremo un problema 
analogo a quello del n.® i 33 , supponendo date due curve, 
e cercando le rette più corte o piu lunghe a potersi con- 
durre dall’ una all’ altra. 

Delle ar , y le coordinate ortogonali di un punto qualun- 
que della prima, ed x' , y' qiierie di un punto qualunque 
nella seconda , la lunghezza delle rette che si cercano sarà 
generalmente 

u = \/ (x—x')' + {y — y‘)', 

formoln che si può riguardare come una funzione implicita 
delle sole due variabili indipendenti x , x' per virtù del- 
r equazioni alle due curve tra ar , y, e tra x' , y'. Però i 
coetlicicnli differenziali di essa per rapporto ad a: , e per 
rapporto od x' saranno 

^^^ x-x'+{y-y'}% ^ g:-ar-+(y-y')g 

\/{x—x')'-\-{y—y')''*^^‘ y')* ’ 

onde uguagliandoli a zero , conforme prescrive la regola 
del n.® 139 , avremo l’ equazioni 

x—x'-j-{y—y')^ = o, x^x' + {y—y')^=o, 
che unitamente a quelle delle curve serviranno a determi- 
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nare i valori di' x , y , x' ,y' , un sistema dei quali noi 
esprìmeremo per a ,o , a' ,o'. 

Le stesse equazioni ci danno 


y—y' _ « 

X — x' dy 

dx 



e quindi 


dx dx' 


dal che apparisce, come nel 11 .° i33 , che ciascuna delle 
rette cercale dee prima di tutto esser normale ad ambedue 
le curve : ciò che facilmente potevasi prevedere. 

Inoltre prendendo i coefficienti diflcrcnziali di secondo or- 


dine indicali da , j j , 
dx* dxdx' 


— 

' dx'» ’ 


e sopprimendovi i ter- 


mini nulli per virtù dell’ equazioni precedenti , restano 
r espressioni 


' dx»^^-' ^ ^ dx» 






dx» ■ ' dx» ^ ^ 'dx'» 


\J {x—x')»-\-{y—y')» V(*— y')“ V(-r— ar')*-f-(y— y')“ 
onde chiamando P , Q , Q ì valori che prendono i rispet- 
tivi coefficienti differenziali ^ ^ nel sostilui- 

dx dx' dx» dx'» 

xc a , b , a' , b' per x ,y , x' , y' , si avrà per condizione 
comune del massimo e del minimo 




che sviluppala e ridotta diviene 

Q<^ ^Q-Qf 

^ b—b'' ■ 

Si distinguerà poi uno dall’allro mediante il segno comune 
che per la delta condizione avranno le quantità 

\-irP'-\-{b—b')Q ed i-\- p^—[b—b') Q , 

c che annunzierà un massimo quando sarà meno , ed un 
minimo quando sarà più. 


Digiilzed by Coogle 



( I5I ) 

i 43 . Se gli assi coordinali non fossero ortogonali ma inclinati 
fra loro sotto un angolo qualunque , la espressione della 
lunghezza sarebbe 

« — )*+ 2 cos 9. ( T—a;') {y—y') + (y— y ')* 

e r equazioni ~ = 0,^ = 0 diverrebbero 

x—x*+ ( y— y' ) cos 9 -h j^( x—x' ) cos 9 + y— y ' = o , 

(y— y')co8 9 + I ( x—x'} cos 9 +y— V' 

dando pure, come dianzi, ^- = E detti ancora a , ò , 

dx dx' 

a* , i valori simultanei delle x , y , x' , y' cavali dal si- 
stema di tali equazioni e di quelle delle curve, e P , Q , Q' 
quelli che per la loro sostituzione assumono i rispettivi coefii- 

cienli differenziali ^ = ^ , 4 t- , la condizione comune 

dx dx' dx'* dx'* 

al massimo ed al minimo sarebbe come appresso 

QQ' ^ Q-Q" 

i-4-g Qm<f.P+P* ^ (a — a' ) cos ’ 

avuto riguardo che il trinomio i -1-2 cos 9. b essen- 
zialmente poiitivo. (*) 


(*) Se le due curve proposte fossero di secondo grado e diverse dal 
cerchio , gli assi coordinati più propri all' uopo di ottenere con certa 
semplicità ed eleganza due nuove equazioni, una tra x ed y, l’altra 
fra x' e y' , e quindi due nuove curve che intersegherebbero le prime 
nei punti richiesti , non sarebbero in generale gli ortogonali , ma si 
bene due diametri conjugati di una delle date curve (o se dessa è pa- 
rabola , una tangente ed il diametro menato pel contatto ) detenniuati 
per modo che i due diametri dell’ altra curva paralleli ai primi fossero 
pur essi conjugati fra loro. La ricerca di tali assi esige per verità una 
costruzione preliminare, ma questa si presenta da sé quando una delle 
curve proposte è parabola , ne è gran fatto diflìcile quando amendue 
le curve son dotate di centro : la si può leggere , volendo , in una 
addizione dei traduttori ed annotatori deH'egregia Descrittiva del signor 
Leroj {pag. 476). 
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Dei massimi e minimi relativi. 


i 4 - 4 - Sia m il numero delle variabili x ,y ,z. . , esistenti 
nella funzione 

u=f {x ,y (i) 

che vuoisi rendere massima o minima , e v’abbia Ira esse 
un numero n di equazioni 


o = o , w = o , . . . . (a) 


minore di m, affinchè [ex ,y , ... restino effettivamente va- 
riabili. Per ridurre la ricerca ai questa specie di massimi e 
minimi, che potrebbero dirsi relativi., a quella dei massimi 
e minimi dove le variabili x ,y , ... sono indipendenti , e 
che potrebbero dirsi assoluti, la prima idea che si affac- 
cia è di eliminare n delle variabili x , y , .... dalla fun- 
zione (i) per opera delle n equazióni (2). Con ciò si avrebbe 
per risultamento una nuova funzione equivalente alla pro- 
posta , ma di m — n variabili indipendenti ; onde ugua- 
gliando a zero i coefficienti differenziali di essa rispetto a 
ciascuna di tali variabili, si avrebbero m — n equazioni , * 
che unitamente alle n date sarebbero a numero con tutte le 
variabili, e per conseguenza ne determinerebbero i valori. 
Ma questa prima idea , generalmente parlando è da riget- 
tarsi , potendo essere difficilissima , se pure possibile , la 
detta eliminazione. 

14 5. Un poco di riflessione però fa vedere che si possono 
conservare nella funzione u tutte le variabili x ,y , ... solo 
che nella equazione 




( 3 ) 


equivalente all’ altra 


da j , du , . 

— A -f - A: -t- 

dx dy 


prccedenlcinente dimostrata necessaria a verificarsi pel mas- 
simo e pel minimo, non si riguardino come indipendenti fra 
loro tulli i differenziali dx ,dy , ... ma soltanto n di essi. 
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stante che lo n equazioni ( 2 ) ne danno altrcllanlo fra 
flx , dij , ... espresse da 


Ì<'^+%''y+ 


.=0 




dx 


. = 0, CC. (4) 


Un metodo adunque più acconcio a risolvere la qu’slione di 
cui si (ratta sarebbe quello di eliminare n dei difTcren'iali 
(ix dall’ equazione (3) mediante le n equazioni (4), 

ed eguagliar poscia a zero i coclBcicnli degli altri m — n 
differenziali, a motivo che questi differenziali vi restano indijien- 
deiiti. E questo metodo non esige, com’ò chiaro, che una 
eli ninazione ira equazioni di primo grado. 

i46. Ma questa eliminazione può essa slessa cnettuarsi di 
una maniera molto più semplice moltiplicando l' equazioni (4) 
pei rispettivi fattori indeterminati a , /9 , ... ed unendo in 
una somma i prodotti e l’equazione (3) per farne una sola 
equazione cosi espressa 


e+"è+'=s+->-+($+*^+^'i+-K+...=o. 


Allora siccome per eliminare n differenziali da questa baste 
rebbe supporre tali i valori di a , /3 , . . . da rendere nulli i 
coelTìcienli di essi differenziali , e dopo ciò doTrebbero esser 
nulli anche i coclTicienti degli altri m — n differenziali che 
vi restano indipendenti, no viene in conseguenza che fi do- 
vranno eguagliare a zero i coeQicienli di lutti quanti sono i 
differenziali , come se per l’introduzione dei fattori « , /3 , ... 
le variabili x,y, ... fossero divenute indipendenti. Pertanto 
quest’ equazioni (4) 


. ‘fi’ . /.‘fu’ I I dv , , 

saranno m di numero , e mediante n di es^e ( le più ac- 
conce all’ uopo noi singoli casi ) potranno eliminarsi gli ti 
fattori indeterminati e di primo grado » , /3 , ... per otte- 
nere cosi m — n equazioni di condizione tra le variabili 
X ,y , ... Laonde queste equazioni unitamente alle t> date 
saranno a numero per trovare i valori delle stesse variabili (*). 


(*) SI potrebbe anche giungere direllamenlc a questo bel nioto.lo 
)ssorYando che pei valori di x,y ,...c.ipaci di rendcre_r=:o,i«’ = o,. . . 

ort 
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i 4>7* Giova osservare che le dette equazioni di condizione 

t iunto non muterebbero scambiando la funzione u con una qua- 
unque delle funzioni v ,w , ... ; per modo che si perviene 
alle stesse equazioni tra a: , ^ se in luogo di cercare i mas- 
simi e minimi della funzione u supponendo t'=o , u>z=o , . . . 
si cercassero i massimi c minimi della funzione t; supponen- 
do u=o,iv=o, ... o quelli della funzione w suppo- 
nendo u = o , = 0 , . . . Inoltre & chiaro che senza alte- 

rare l’cquazioni di condizione, si possono rimpiazzare le fun- 
zioni u , V ,u> , ... colle altre « -+- a , t; -f- ... 

purché le a ,b ,c , ... siano quantità costanti. 

i48. Nel caso particolare in cui non vi à che una sola 
equazione ti=o, tra le variabili x ,y , . . . della funzione u 
di cui si cercano i massimi c minimi valori , l’equazioni (4-) 
divengono 


Ju , I 


0 , ec. 


onde per lu eliminazione di » se ne dcdiicu 
du du 

~dx dy - * ~ 

dv ~~ dv 


( 5 ). 


dx dy 

Questa formola equivale ad m — x equazioni distinte , le 
quali colla equazione c=o sono a numero per determinare 
i valori dì X , 7 j. . . 

i 4-9* 8ia per esempio la funzione 


u = x*y?zv • 


1b funziono u non è punlo diversa dell’ altra « -j- ac -1- -h . . . , 
(jualunque valor {inilo si abbiano le indctcriuinate « , ^ . ; onde la 
ricerca dei massimi e dei minimi si può intraprendere sulla seconda in 
cambio della prima. 

Ora trovandosi nella seconda un numero m n di indeterminate 
y > • • • t * i ^ , . . . , nulla impedisce di cercare i massimi e minimi 
di essa per rapporto alle x ,y , ... riguardale come indipendenti ; per- 
chè le n equazioni date , e le m equazioni da stabilirsi per la esistenza 
di questi massimi e minimi danuo appunto m-+-n equazioni. Inoltre 
quest'ultimo m equazioni , per ciò che fu dello nel n.“ i4i , tornano 
le stesse che quelle scritte di sopra. 
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e<i abbiasi nd (empo stesso l’equazione 

i) = ax -f- by + eS + • • . — K =s o , 

dove a ,b ,c , ... K , a- , ^ ,y , ... si suppongono essere 
costauti positive. 

DifTcrenziando la funzione u , e dividendo per la stessa 
funzione onde conoscere più facilmente ( come vedremo ) che 
essa ammette solo un massimo , si ù 


dti 

u 


di . « i 

» — + ^— + r — h-. 

X y t 


É poi da un’altra parte 

do = adx + bdy + cdz + 


(0 


Oy 


dunque l’eauazioni espresse per la formola (5) del n.” pre< 
cedente ci naranno 


» ^ I* __ y 

ax by ez 

Ma ò noto che avendosi più frazioni eguali , esse uguagliano 
ancor quella che ha per termini la somma dei numeratori 
e la somma dei denominatori; dunque avremo 


il ^ A -4“* jS ■+* f k • A -4— ^ ^ • • • 

ax by * ‘ ‘ ax-^by-^- ..é K 

in virtù dell’equazione 0 = 0 , e per conseguenza 
• K (I K 

Ora dovendosi aver per fermo che questi valori rendono 
nullo il differenziale du , quando si abnia riguardo all’ equa* 
zione v = o , è facile vedere che i medesimi daranno uq va- 
lore negativo pel differenziale d'u , il quale tiene le veci del 
polinomio di secondo grado innanzi (i36) consideralo , a 
motivo della indefinita piccolezza ondeson capaci le hfkyl,..4 
In fatti differenziando l’ equazione (i) si ottiene 
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AYA^. Differenziazione dell’ area e dell’arco 
delle curve piane. 

iSo. Sia BM {Ji'j- z6 ) una curva qualunque riferita alle 
coordiuale rcllangolari x , cJ espressa per l’ equazione 
y = f[x). 

Cunsicicriurao l’ arca ABMP terminala da un arco della 
curva , dalle ordinate dei suoi estremi , c dalla parte che 

3 ucslo iniercellano sull’asse delle ascisse. Supponcnefo che l’or- 
inala AB sia fissa, e che l'ordiuala variabile y cor- 

rispondente all’ascissa OP—x, è chiaro che Yatca. ABPM 
c una certa funzione dell’ ascissa x, dipendente dalla natura 
della curva. Or noi chiameremo t questa funzione , e ci 
proporremo di trovare il suo diflcrcnziale , cioè a dire il 
cambiamento che subisce i quando l’ascissa x cresce della 
quanliti\ infinitesima dx. 

Supponghiamo da principio die OP cresca della quantità 
finita Aa; ra])prcscntala da PQ. L’arca i varierà di A/ 
rappresentala dal trapezio misliliueo PMNQ, e si potrà sem- 
pre supporre Aar abbastanza piccola perchè l’ordinata sia 
crescente o decrescente per tutto rinicrvallo PQ, e con ciò 
il dello trapezio si trovi compreso tra i due rettangoli MQ 
ed NP. Adunque ci sarà lecito scrivere 

At=iy . Aa: ± ®Ay , Ax , e quindi ^ = 2/ — » 

supponendo che a> esprima una frazione positiva. Ciò posto 
passiamo ai limili dei due membri , ed osserviamo che in 
virtù dell’ equazione 

Ay:=sf{x + Ax)—f{x) = Ax.f{x+6.Ax) 

desunta dal n.* ia5, la diiferenza Ay diminuisce c svanisce 
insieme con Ax , perchè il valore di J"' [x) è finito a mo- 
tivo dell’ipotesi fatta circa l’ andamento dell’ ordinala per 
l’inlcrvallo PQ. Cosi essendo , nel passare ai limili avremo 

^ = a di = ydx. 

Ailunque il differenziale dell’ area ABMP, in forma di 
trapi'zio mistilinco insistente sull’ asse delle x, c uguale al 
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prudono (li dx per la funzione di x che dinota il valore 
dell’ ordinala y •, e quindi l’area essa stessa 6 la funziono 
priiuiliv'a che à l’ordinata della curva per coefBciculc diffe- 
renzialo o funzione derivata di primo ordine , e che svanisce 
nel sostituirvi per x 1’ ascissa OJ , corrispondente all’ ordi- 
nala da cui l’area si suppone incominciare (*). 

i5i. Passiamo adesso a considerare la lunghezza dell’ar- 
co BJI, che è pure una certa funzione dell’ascissa OP=x, 
e della s questa funzione cerchiamone il differenziale. 

Supporremo qui che Aa; ossia PQ sia piccola quanto ba- 
sta perdiè tutto il corrispondente arco JUlV espresso da Aj 
volga la concavità in un medesimo senso , ed abbia le or- 
dinalo tutte crescenti o tutte decrescenti : il che è sempre 
possil'ilo. In tale ipotesi abbiamo dalla geometria che la 
lunghezza dell’arco MN b compresa Ira quella della sua 
corda JIIV c la somma delle tangenti Mi ed JVl applicate 
ai suoi estremi. 3Ia prolungando la tangente in M sino al- 
l’ordinata del punto N, e viceversa la tangente in Ansino 
all’ordinata del punto M , si vede facilmente che una di 
queste tangenti cosi prolungale è minore della corda, c l’al- 
tra è maggiore di tm iN \ dunque a più forte ragione 
la lunghezza dell’ arco MN sarà compresa tra quelle di esse 
tangenti , che nella figura sono rappresentale da Mq ed Np. 

Ora la tangente trigonometrica dell’ angolo che la tan- 
gente della curva in M comprende coll’ asse delle x venen- 


do espressa (o5) da ossia da f'{x), abbiamo 
Mq = Aar.\/i + U'i^) )*= ^^-9 (^) . 


dinotando per semplicità con <f (x) la funzione di x espressa 
pel radicale. Se dunque, presa la eguale pure a Ax, 
come la Pj^j prolunghi la tangente pJV sino ad incon- 


(*) Il discorso tenuto per la dimostrazione di questa verità sussiste 
ancora in tutta la sua forza, quando gli assi delle x e delle y si sup- 
pongono inclinati sotto un angolo qualunque » , solo che nella espres- 
sione di àt in vece di y che esprime l’ordinata PM, si scriva yst‘ox 
che esprime la perpendicolare abbassata dal punto M sull’ asse Ox , 
la quale in tal caso è l’allezza del parallelogrammo obbliquangolo MQ. 
Il dilfercDzialc doli* area ò dunque allora <H~sea*.i/dx. 
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(rare in r la parallela per H alle ordinate , potremo avere 
la lunghezza della Nr , che non è diversa da quella di Np , 
cambiando x in X + Ax nel fallore (ar) della espressione 
precedente , c ciò perchè la TVr è per rapporto al punto yV 
( la cui ascissa è ar + Ax ) ed alla retta Jir, quello stesso 
che è la yVy per riguardo al punto M ed alla retta Qgr, 
Abbiamo dunque 

A^p = Ax.(f(x-i-Ax), 
o vero, per ciò che fu detto nel n.®86, 

JVp = Ax.[i^ (x) + Ax.<f'(x + O.Ax)] ; 
e sarà in conseguenza 

As^Ax.^(x), e A^<;Aar[ 9 (yr) + Aar.^'(ar+6.Aar)] , 
o viceversa. 

Da questo è lecito concludere 
A«=s (a*) rt «Aar.?' (a? + O.Aar)] , e quindi 

^ = ? (ar)±®Aa?.<;>'(ar+6.Aa:) , 

supponendo esser <u una frazione positiva. Dopo ciò pren- 
dendo i limiti ai quali si avvicinano inderinitamentc i due 
membri dell’ ultima equazione quando Ax tende ad annul- 
larsi , avremo 

■^ = (^) = \/i + (j '(x))", e = V» + (/'(^))‘. 
o che torna lo stesso 

é= /■ + (I)’’ ' + (&)’• 

Pertanto la lunghezza dall’arco g, il quale incomincia da un 
punto fisso e termina a quello di cui sono coordinate ret- 
tangolari X e f/ , o piuttosto X e J'(x), verrà data dalla 
funzione primitiva che à per prima funzione derivata il ra- 
dicale \/ 1 -i- (J ' (x) )‘ , e che inoltre sparisce nel sostituire per 
X l’ascissa corrispondente al punto da cui l’arco incomincia. (*) 


(*) Nel metodo inrinilcsimale , taluni sogliono dimostrare le formolo 
, dss=^dx*-hày* assumendo gratuitamente il principio di 
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i5a. Cacciando il diflerenziale e/x di quest’ ultima forinola 
sotto il radicale, si à 

ds = \/ (4r*+ (fij‘ : 


risultamento notevolissimo , perchè dimostra che nelle curve 
riferite ad assi rettangolari i valori assoluti dei diflerenziali 


Leibnitz secoudo il quale ogni curva si può riguardare come un po- 
ligono di infiniti lati, ciascuno infinitamente piccolo ed inclinato ai 
lati contigui sotto angoli infinitamente ottusi, e ritenendo in conseguenza 
come evidente che i cambiamenti che subiscono l'ordinata e l'arco 
contato da un punto fisso , quando l'ascissa riceve un aumento infinite- 
simo, siano ordinariamente ancor essi infinitesimi e del medesimo ordine. 
Ma è chiaro che siffatto dimostrazioni , comunque brevissime , sono 
luU'altro che rigorose ; onde a ragione gli ultimi sostenitori del metodo 
infinitesimale, alla testa dei quali vuol porsi l’illustre Poisson , pongono 
innanzi tutto ogni cura a ben dimostrare 1 ' enunziato principio , cho si 
può dire il fondamento dell' applicazione del metodo infinitesimale alla 
geometria. Ma anche dopo ciò , le regole del metodo infinitesimale , le 
quali hanno per base il principio per noi esposto nella nota al n.° 54, 
esigono per non indurre in errore altre considerazioni proposte e sostenute 
validamente dagl'insigni geometri Poinsot e Cauchj , e che sono abbastanza 
delicate per far perdere a quel metodo il solo vantaggio che pareva non po- 
terglisi disputare ; quello cioè di raggiu^cre prontamente lo scopo. 

Per questa ragione sembra che in Francia sia ora tendenza presso 
che generale dei geometri di abbandonare ancora una volta il metodo 
degl' infinitamente piccoli , introdotto verso il i8i3 e per più anni in- 
segnato nella famosa Scuola Politecnica, e di far rivivere il metodo 
dei limiti , il quale non lascia nulla a desiderare quando sia presen- 
tato alla maniera del sig. Cauchj , seguila a un dipresso da Navicr , 
e che forse è quella cui avvisava Lagrange quando dettò le parole da 
noi trascritte nella nota al n.° 8 . Secondo questa maniera, si prende per 
base dei calcolo dilfcrenziale la considerazione della funzione derivata, 
di cui è sempre lecito farsi una idea netta e precisa riguardandola 
come il limile del rapporto dell'aumento della funzione a quello della 
variabile, e dopo ciò si prende ( coni’ è detto nel n.“ 9 ) per differen- 
ziale il prodotto di tal derivata per l'aumento attribuito alla variabile 
indipendente. Quest’ aumento poi si potrebbe supporre indeterminato e 
soltanto capace di ridursi ad uno stato di grandezza indefinitamente pros- 
simo alla zero ; ma nel calcolo differenziale , considerato come distinto 
dal calcolo delle differenze finite , si suppone ridotto effettivamente a 
quantità piccolissima. 

In questi ultimi anni il sig. Cauchj ha creduto dover dare del dif- 
ferenzialo una definizione diretta, immediata , indipendente dallo fun- 
zioni derivate , e ravvicinandosi alle idee di Maclaurin e di d’Alembcrt 
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Htìllp coordinale variabili e del corrispondenle orco , preso a 
coniare da (|ualunqiio nonio fisso , hanno tra essi la mede- 
sima relazione che vi c fra i calcli c l'ipoleausa di un tri- 
angolo rcllangolo. 

ji>3. Nei precedenti numeri i5o, i5i abbiamo supposto 
che l’ordinale fissa d'onde conlavasi l’area / , ed il punto 
fisso dal quale cominciavasi l’arco g fossero situatUin modo 
che / ed s crescessero insieme con ar. Per contrario dun- 
que , se al crescere della a* diminuisse / o puro g ( come 
nel caso deila figura avverrebbe quando il punto variabile J/ 
cadesse tra l’asse delle 1 / ed il punto fisso // ) , bisognerebbe 
apporre il sogno — all’ espressione di <//, o di cfg scrivendo 

(//= — T/f/ar , ds = — dy' . 

Ciò essendo avvertilo , b come superfluo il diro che il ra- 
dicale si riguarda come una quantità assoluta , ossia di 
segno -d”. 


à cliinmalo ditTorenziali lo quantità i cui rapporti equivalgono alle fi/- 
/ime ragioni degli aumenti che possono prendere eiinulluiicamentc le 
variabili ; ma questa maniera non è realmente vantaggiosa so non per 
lo funzioni di più variabili indipendenti , ed impiegata come punto di 
partenza si rischierebbe di gettare qualche oscurità su i princìpi del 
calcolo dilTcrenziale che tanto importa dichiarare. 

Può sembrar strano elic in vece del metodo dei limili non siasi piuN 
l isto ritornato al metodo dello sviluppo in serie , ossia delle Jumionì 
derivale propriamente dello , c dovuto al genio del geometra italiano 
l.agrange ; perchè esso, e solo esso è scevro cmiucntcnacnlc da ogni 
sottigliezza di quantità infinilamcnle piccole o evanescenti, di limiti, di 
prime o ultime ragioni , ec. e le funzioni derivate traggono origino 
dal semplice sviluppo in serie della funziono _/( x-f- A), dove ar si sup- 
pone restare iiuletenniuata. Ma non ostante il peso di una autorità così 
grande come quella dovuta all\autore della Meccanica Analitica , lo 
sviluppo delle funzioni in serie inCnìte non prima dimostrate conver- 
genti , non va a grado di tutti , e per quanto ne assicura il sig. Cauchy, 
1.1 piuppaiic dei geometri sono al presente di accordo nel riconosrere 
r incertezza dei risultati ai quali pub condurre l’ uso delle serie di- 
vergenti. 
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XF. Tangenti, normali , ed asintoti 
delle curve piane. 


I." Tangenti e normali. 


i54. Sia al solito y=f{x) l’equazione di una curva qua- 
lunque , 0 dinotino x' , y' le cordinale di un suo punto par- 
ticolare. L’equazione della tangente io questo punto si potrò 
scrivere sotto la forma y =^ax b , non essendo neces- 
sario adoperare simboli (liversi Aa. x ,y per indicare le coor- 
dinate variabili. Dovendo dunque la tangente passare prima 
di tutto pel punto ( x', y' ) , avremo y' = ax' ò ; e sot- 
traendo questa equazione di condizione della precedente re- 
sterà y — y'=a(x'—x'), dove più non esiste che la sola 
indeterminata a. Questa pei noti principi della geometria 
analitica esprime la tangente trigonometrica deU’angolo, die 
la retta indicata per la equazione y = ox b comprende 
con l’asse delle x; ma sappiamo dal n.° che in ogni 
curva espressa da una equazione tra le ccordinate rettango- 
lari x ,y , la tangente trigonometrica dell' (.ngolo ebe la 


tangente della curva forma con l’asse (bilie x è uguale a 


éx ’ 


dunque supponendo indicalo da il valore clic 


assume 


tL 

dx 


nel sostituirvi x' e y' in vece di a* c y , avremo a t e 
COSI l’equazione della tangente sarà in line come appresso 


x55. L’ equazione della normale nello stesso punto (x\ y') 

f »or la stessa ragione addotta riguardo alla tangente può avere 
a forma jj — y'=a' {x — x')\ ma c nolo dalla geome- 
tria analitica cno per «sscre tra loro perpendicolari le ielle 

31 
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<^prcs‘!c dallequazioni y = ax b , y= a'x + A con- 
vicne che sia i + aa'=o , dunque avremo 



dx> 


c quindi l’ equazione della normale sarà 

I dv* 

opure ar-x'+ ^ (y— y')=o. 
dx* 


i56. Se r equazione primitiva della curva è 

i£. 

dx 


wp ! \ « J I J 

,y) = o, Sara — cte+ ^</y: 


o (i) 
dF 


la sua equazione difTcrenzialu , da cui ^ = 

dy 

Quindi sostituendo a ^ questa espressione, l’ equazioni della 
tan;^outc e della normale prenderanno le forme 

Ìp(=^-^') + ^Av-y') = ». (T) 

= (N) 


per le quali si rende manifesto che si può passare dallequa- 
zioue dilfcrenziale di una curva all’ equazione della sua tan- 
gente cambiando x , y \n x' ^ y' , o i differenziali dx e dy 
nelle differenze finite x — x',y — y‘', e che nella stessa 
equazione differenziale cambiando pure X ,y in a:' , y' , e 
poscia dx c dy in — { y — y* ) > — ^' ) i si ottiene 

l’equazione della normale. 

iSy. Quando il dato punto, per cui si vuol condurre la 
tangente o la normale alla curva espressa dalla equazio- 
ne F{x,y) = o, non giace su questa curva, lo incognite 
del piublema sono le coordinate x' , y' del punto di con- 
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fallo , 0 nor contrario lo ar , y sono da slimarsi cognilo ni 
Cignali allo coordinalo del dato punto , alfine di esprimere 
elio la langonlc o la normale passi per (picsio punto. Così 
dunrpio stimate lo x,y, si troToranno le incognito x' , y' 
combinando (sia mediante l’ eliminazione, sia mediante l’in- 
lersegazione di due luoghi geometrici ) Tona o l’altra del- 
r equazioni [T) , (JV) con l’ equazione F{x' ,y') = o , la 
quale esprime^che il punto {x',y') esiste nella curva data. 

Frattanto, siccome requazione diiTerenziale (i) appartiene 
ugualmente all’ equazione F {x ,y) = o ed all’ equazione 
F{x ,y) = e, qualunque valore costante si abbia e, così 
ancora le due eouazioni ( T) , (^V) saranno le stesse jMjr tutte 
le curve ( altronde simili tra loro ) che oltre della proposta 
possono desumersi dalla equazione F(x ,y)=c variando c; 
onde ne risulta che tali due equazioni rappresentano fra le 
coordinate variabili x' ,y' ì luoghi geometrici dei punti ove 
le dette curve sono toccato delle tangenti che concorrono al 
dato punto (x,y), o sono intersegate perpendicolarmente 
dalle normali che partono dal medesimo punto. 

io8. Supponghiamo condotta per la origine delle coordi- 
nale una parallela alla tangente della curva in un punto 
qualunque (x^y) di essa. Allora se si chiamassero » e 
gli angoli che gli assi delle x positive c delle y positive 
formano con la parte posiUva della parallela , sarebbe (ii5) 

, dy 

tan*=^, 0 per conseguenza 


cos *= ■ 


sec a 


/■+(!)■ 


cos/3=.sen!x: 


tan X 


È, 

dx 




/■+(0 

ed il segno delVadìcale vorrebb’essere simile a quello di , es- 

ox 

sondo noto che per un angolo qualunque il sogno della se- 
cante non dilfcrìsce da quello della tangente 
D’altra parto , supponendo condotta per la origine delle coor- 
dinale una parallela alla normale nel punto {x , y ) della 


PÌMiiiz-Ht M\ 
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curva , e cliinmnmlo X c gli angoli che la parte positiva 
(li questa parallela forma co^i assi delle positive | e delle y 
positive, sarà (i5u) 

tan X = =s — , dal clic 

lix dx 



e per conseguenza 


cosX= — ^ = 
«ec À 



. tan X I 

cos/i=senX=;- — =• — 

^/. + (|)• 

dove per la stessa ragione pocanzi addotta il segno del ra- 
' dicale vuol essere segnatamente il più. 

iSg. Ma nelle applicazioni del calcolo difTercnzialc, dove al 
tempo stesso entrano in considerazione i coseni degli angoli che 
la tangente e la normale formano cogli assi delle x positive e 
delle y positive, ò necessario per evitare gli equivoci che il 
radicale abbia nelle espressioni di tutti quattro un medesimo 
segno. Ora supponendo positivo il radicale nei valori di cos » 
e cos/3, del pari che lo è in quelli di cosX e cos cos» 
risulta positivo , e cos risulta di segno simile a quello 


di 


dx 


, di tal che langolo « risulta acuto , e l’angolo /3 risulta 


della stessa specie di quello che à per tangente trigonome- 
trica ^ ; dunque perchè neirespressioni di cos » e cos /3 pos- 
sa il radicale riguardarsi come positivo , è necessario e sulH- 
cicute che gli angoli » e si riferiscano a quella parte 
della parallela alla tangente, che per rapporto alla origine 
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giace dal fianco delle x posi live ; perfettamente come eh 
angoli X e si riferiscono a quella parte della parallela alla 
normale, che cade nel senso delle y positive. Se non che giova 


osservare che allora ^ può non esprimere più la tangente 

{iX 


trigonometrica dell’angolo « così inteso. 

Possiamo dunque tenere come positivo il radicale esistente 
nelle ottenute espressioni di cos a , cos /3 , cos X , cos /x , 
quando « , /3 , X , pi dinotino i detti angoli , o che torna lo 
stesso quelli che si veggono indicati nella figura 27 , dove 
in vece di menare per la origine delle coordinate le paral- 
lele alla tangente cd alla normale , sono menate pel con- 
tatto M due linee parallele agli assi coordinali, e dirette nel 
senso delle x positive c delle y positive , cd a queste paral- 
lele sono riferite esse stesse la tangente e la normale. 

160. Nella ipotesi che per fissare le idee abbiamo ulti- 
mamente adottala circa gli angoli a , , X , pi , se in luogo 

del radicale esistente nei loro coseni si voglia introdurre il 
difierenzialc dell’arco della curva contato da un qualunque 
punto fisso di questa , e terminato al punto del cpntatto, si 
avrà bentosto pel n.® i 5 i 


dx . du 
cos«=— , coS| 3 =-^; 

as ds 


cos X: 


dy 


dx 

cos pi = — 

d$ 


Ma siccome per la natnra degli angoli « c pi i loro coseni 
son certamente positivi , e positivo ancora si riguarda (io) il 
difrercnziale dx della variabile indipendente, così l’elemento 
difierenziale ds dell’arco si dovrà considerare come positivo, 
cd in conseguenza il punto fisso da cui si conta l’ arco s do- 
vrà esser posto in modo che s cresca insieme con x. Se 
avvenisse il contrario , sarebbe ds per se stesso negativo , 
onde bisognerebbe premettergli il segno — , e sostituire — ds 
a ds nelle formole precedenti. 

16 1. Se in vece di x fosse s la variabile indipendente, 
il differenziale ds sarebbe positivo, e tale perciò vorrebb' es- 
sere ancora dx affinchè i coseni di « e pi risultassero positivi , 
come debbono essere. Quindi le precedenti espressioni di questi 
coseni rimarrebbero invariato, o pure si premetterebbe loro il 
segno — , secondo che l’ ascissa cresca o pure decresca al 
crescere dell’arco 
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162. Si può anche nelle prime formolo dei coseni in discorso, 

date nel u.° i58, sostituire al cocQicioate dilTerenziale ^ il 

dx 


valore che ce ne à dato nel n.® i56 T equazione diflercn- 
zialo della curva. Per tal modo si hanno quest’ altre formolo 




nelle quali , dinotando sempre » , /3 , X , fz pii angoli indi- 
cati nella yfy. 27, si può anche supporre che il radicale 
sia dapperlulto positivo ; ma allora perche il coseno degli 
angoli » c pi sia ( come debb’ essere ) positivo , bisogna ri- 


dF 

guardare come negativa la quantità 


É facile intendere 


che ciò è sempre possibile , perchè laddove fosse negativa , 
si vollcrebbc certamente in positiva cambiando i segni a tutti 
i termini dell’ equazione differenziale della curva. 

Se non che , a dir vero , quando l’ equazione della 
curva A la forma implicita F [x , y) = o , è più semplice 
adoprare le forinole precedenti con segni opposti , e poscia 


dF 


riguardare come quantità positive il radicale c — 


i63. Conducendo per J/ l’ordinata MP = y, e prolun- 
gando la tangente e la normale sino ad incontrare in T ed 
1’ asse delle x , si hanno le quattro rette determinale MT , 
PT , MN , PN , che si considerano anche nella geometria 
analitica c con appositi nomi si chiamano langente , sol- 
(anyenle , normale c sunmrmalc. È chiaro clic esse di- 
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pendono da y e e difalli abbiamo, prescindendo dai sogni, 


yJ/7’= ^ 

senPr^lf 


’ UmPTM dy 




dir 


MN=ysfxPJUN==^y^ PN=ytanPMJV=y 


Si può notare cbe la sollangcnte procede dal punto P nei 
senso delle x positive o delle x negative, secondo che per la 
formolo cbe ne abbiamo data risulta essa stessa negativa o 
positiva ; e che avviene il contrario per la sunnormale. Le 
quali avvertenze possono servire per dare al punto T, o pure 
al punto yy^ia debita posizione, indipendentemente dall’equa- 
zione della tangente o della normale , e dal disegno effettivo 
della curva. 

Cambiando nelle stesse formole x in y ed y in a: si avreb- 
bero , com’ è chiaro , quelle che esprimono la tangente , la 
sottangente , la normale e la sunnormale , riferite all’ asse 
delle y. 

164. Le applicazioni delle formole precedenti ai casi par- 
ticolari sono facilissime : noi ci limiteremo alle curve coni- 
che ed alla logaritmica. 

Inequazioni deW’ellisse e della iperbola , presi i loro assi 
di figura za 0 2Ò per assi coordinati , sono , come tutti 
conoscono , 

a» ò* 


perciò le loro equazioni differenziali saranno 



e daranno %- = -+- • 

dx a*y 


Se dunque facciamo in queste medesime equazioni i cam- 
biamenti avvertiti nel ii.° io 6 , quelle della tangente e della 
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normale risulteranno espresse rispettivamente da 

^(x-:r')±-^(y-y')=o,o (T) 

±f;(a:-a:')-^.(y-y')=o,o Ì-<) 

avuto riguardo nelle riduzioni aircquazione ^ ;4;^ = i , la 


quale esprime che il punto (x' , i/) è nella eurva. 

165. Supponendo cne la tangente debba passare per un 
punto dato fuori la curva , si terranno x , y per le coordi- 
nate di questo punto , cà x' j y' per quelle ignote del con- 
tatto ; e costruita la retta in allora espressa dall’equuzione (T) , 
le intersegazioni di essa con la curva saranno i due punti 
di contatto. 

Nel medesimo caso l’equazione (N) iodica una iperbola 
di asintoti paralleli agli assi coordinati , e facilmente deter- 
minabili ; e dippiù questa iperbola passa pel punto dato {x,y). 
Perciò ne sarà facilissima la descrizione coi noti metodi , e 
i punti richiesti saranno quelli ove interseca la data curva. 

166. Nelle stesse curve regressioni generali della soltan- 
genle e della sunnormale (i63), colla s(»lituzioae del valore 

di ~ notato di sopra , ci danno 




Adunque la soUangenie , che vedesi scevra dall’asse 25 
posto su quello delle y , è la stessa nel cerchio di dia- 
metro 2 a , ed in tutte le ellissi aventi il diametro del cer- 
chio per uno dei loro assi di figura e per asse delle x. 
E in simil modo la sottangente dell' iperbola equilatera 
di asse trasverso 2 a è la stessa che quella di tutte le iper- 
bole scalene del medesimo asse trasverso. 

È chiaro poi dall’ altra formala che il rapporto della sun- 
normale all ascissa corrispondente è costante non solo 
per tutti i punti di una medesima ellisse o di una me- 
desima iperbola , ma ancora per tutte le ellissi, o per 
tutte le iperbole concentriche , e simili e similmente poste. 
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167. Quando l’iperbola è riferila agli asintoti, la sua 
equazione può avere la forma xy=ji'. Quindi sarà 

ydx xdy = o , e la soltangcntc = — x. 

dij 

Adunoue, essendo PT = PO {fa. 28 ), sarà del pari 
TjÌ/= jÌIS , e si potrà affermare cne nell’ ipcrbola ot/ni 
ianfjente limitala agli asintoti rimane divisa per metà noi 
punto del contatto. 

168. L equazione primitiva della parabola essendo y*=z2ax, 
la differenziale sarà ydy=adx , e darà ~s=-. Quindi, 

dx y ^ ' 

per primo, l’equazione della tangente nel punto {x',y') sarà 

y' ( y — y' ) = a(x — x'), o meglio y'y= a{x-\-x') 

a motivo dell’equazione di condizione 7/'*= 2aa:'. Quella [>oi 
della normale presenterà e conserverà la forma 

y'{x — x')-i-a{y — y') = o. 

Inoltre valgono j)er la parabola le medesime osservazioni 
fatte di sopra (160) , quando la tangente o la normale vo- 
glionsi condurre per punti dati fuori la curva. 

f/tl 

Infine, col valore di sopra notato per quelli della sol- 

tangente e della sunnormalc si trovano essere aa: chI a , 
rendendosi con ciò manifesto che nella parabola la soltan- 
gente è doppia della corrispondente ascissa , e la sunnor- 
malc è costante in tutta l estensione delta curva. 

169. Quanto alle lunghezze determinate che diconsi tan- 
gente e normale ( i 63 ) , Iralasccremo l’ espressione della 
prima clic non offre nulla di notabile , e Irovenauo quella 
della seconda j>er tulle ad un tempo le curve coniche , ser- 
vendoci della equazione y'=2mx-{-nx* , che rappresenta 
una ellisse quando il numero 11 è negativo, una parabola 
quando è zero, ed una iperbola quando è ^Kisitiio. 

22 


D> 1.' - ‘ > 


( ‘70 ) 

Il diflùrcQ^alo di della equazione essendo 


■yrfy5s=(OT + nx) dx , abbiamo 


m-hnx _ 
dx y ’ 


c però sostiluendo questo valore del coelBcienle diOerenziale 
neila formola della normale (i 63 ), che per brevità diremo N, 
sarà 


^ y-+{m+nx)-, 

o vero in funzione della sola x , o della sola y , 

JV= (! + «)( 2mx-^- nx') + m' = ^ (i+n)y*-f »»*• 

Nella origine delle coordinale , che è ancora un vertice 
propriamenle dello della curva, la normale, in quanto alla 
posizione coincide , siccome è noto , con 1’ asse delle x , 
eh’ è quanto dire lo incontra dappertutto. Stando dunque 
alla definizione della sua lunghezza ( i 63 ) , questa dovrebbe 
risultare indeterminata. Poiché dunque , per essere in tal 
punto ar = o, y = o, le recale formule ci danno TV eguale 
ad m ossìa eguale alla metà del parametro , si potrà rite- 
nere che questa sia la lunghezza della normale , che move 
da un punto infinitamente vicino al vertice della curva. 

170. Esprimendo la logaritmica con la equazione y=a^ 

( n.® 64 j 20 ) , differenziando avremo 

dy=.la.a^dx—la.ydx, e ^ = la.d^—la.y. 

Quindi, le rispettive eouazioni delle tangente e della nor- 
male di questa curva nel punto {x',y') sono 

y— 7 j'=la.y'{x—x'), ed x—x'-^la.y'{y—y')z=o- 

e dalla loro forma apparisce che se dovesse menarsi la tan- 
gente o la normale per un punto dato fuori la curva , si 
risolverebbe graficamente il problema combinando la stessa 
curva coir ipcrbola o colla parabola , che allora vengono 
espresse da tali equazioni , e che inoltre passano ambedue 
pel punto dato. 
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I valori della soltangenle e della sonnormale , per lu so- 
stituzione di quello di ~ pocanzi notato nelle forniole ge- 
nerali , vengono espressi rispettivamente da 
~ , e la.à*^. 

lu 

Dunque nella logaritmica , dove le ascisse sono i loga- 
ritmi delle ordinate , la sottangente è costante ed eguale 
al modulo del sistema; la sunaormale poi cresce rapida- 
mente al discostarsi che fa il contatto dalla origine delle 
coordinate* 

8 .” Jsintoti. 

171 . Una retta dicesi asintoto di un ramo infinito di 
una curva allorché prolungando f una e t altro si av- 
vicinano indefìnitamente, e non s’ incontrano mai ; àa\ c\vi 
segue che l’asintoto si può riguardare come una tangente 
il cui punto di contatto è a distanza infinita dalla origine 
delle coordinate. 

Supponghiamo che v’abbia un asintoto non parallelo al- 
r asse delle y : l’ equazione di esso ammetterà la forma 
y=s.x-^§ con valori reali e finiti di « e /3 , e sussisterà 
quando per x e y ^ intendano le coordinate della curva nel 

{ «unto di contatto infinitamente lontano , delle quali almeno 
a a: è infinita. Essendo dunque io generale, per l’equazione 

és A A 

precedente , — ~,e - convergendo verso zero a misura 

che X ingrandisce , si vede che « eguaglierà soltanto il li- 
mite verso cui tende, al crescere la;r, il rapporto - Ira le 

coordinate della curva , ossia il valore che prende questo 
ra^orto nel supporre x = zhoo. 

Trovato che sia a, per aver /3 osserviamo che l’equazione 
y = (u: -|- |3 dà in generale /3 = y — sur , e che per x c y 
possono anche inten^rsi le coordinate del punto di contatto. 
Pertanto il valor finito di /3 sarà il limite cui si avvicina la 
funzione y — »x delle cordiuate della curva, al crescere del- 
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la X ili senso positivo o aegativo , e cui si stima raggiun- 
gere quando a: = ± <»• 

In siiiiil modo , polendo gli asintoti non paralleli all’ asse 
delle X aver loro equazioni della forma a: = >« + 5 con va- 
lori reali e finiti di 7 c 5 , si avrà y cercando per le coor- 


(linate della curva il limile di — ■ in riguardo ad y crescente 

all’infinito, e poscia si fivrà 5 cercando ancora per le coor- 
dinale della curva il limile di x — yy in riguardo ad y cre- 
scente. E cosi restano considerali lutti gli asintoti che la curva 
può avere. 

Nulla dunque più facile , generalmente parlando , della 
ricerca di » e poscia di jS, o pure di re poscia di 5 , quando 
dall’ equazione della curva può trarsi il valore di y in ar , 
o (lucllo di X in y : e converrà giovarsi al bisogno delle cose 
dlcliiarale nei numeri 100, io 3 . 

Sia per esempio l’ipecbola espressa per l’equazione 

y* I • 1 1 ^ /~j — ~ 

I , che ci dà 7/ = ± - yx — a . 

a* b* ’ — n * 

Avremo 




c facendo a^=± <» » sarà «=-+- 


b 

a ' 


Dopo ciò abbiamo 


.V— 



T . 

2 .4.a-s 



o quindi supponendo ^ = ±00, verrà ; 3 =o. Cosi dunquo 
troviamo per asintoti della proposta qierbula amendue le rette 

espresse per l’equazione y = zìi^x. Nè ve ne sono altri , 


perchè si rilornerehho agli stessi cercando quelli non paral- 
leli all’asse delle x. 

Nella logaritmica espressa per requazionc y = abbia, 
mo ; quindi ponendo 00 , vien pure (100), *=00, 

e da non tenersene conio. Supponendo poi x= — 00, viene 
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per lo stesso n.*, «=o. Dopo ciò abbiamo y — aar=o*, e 

perciò facendo di nuovo = — oo, sarà /3 = a“°°s=o. 

È dunque asintoto della curva la retta espressa per l’equa- 
zione y = o, cioè a dire l’ asse delle x. Nè ve ne à di più, 

perché sebbene il limite y della frazione ^ ossia di -, quan- 
do y cresce all’infinito, sia zero (n.° loo), pure il limile 5 
di X — yy, ossia di logy risulta infinito, e come non esi- 
stente per noi. 

172. Combinando il metodo esposto col teorema di Taylor, 
potremo ridurre la ricerca degli asintoti delle curve alge- 
briche ed espresse da polinomi eguagliali a zero, alla riso- 
luzione dell’ equazioni determinale. 

Supponghiamo decomposta l’equazione della curva in parti 
che sieno omogenee rispetto di a: e y , e disposte secondo i 
loro gradi decrescenti Sarà essa della forma 

)+ • • . =0, (i) 

0 per maggiore semplicità ponendo - = « , diverrà 

x”'F{u) + x^f{u) + ...=o, ossia -l-... = o. 

Quindi supponendo x=±<x , i valori che si avranno per u 
saranno quelli di », c ci saranno dati per l’equazione 

/’(») = o. 

Per passare a j 3 ritorniamo aH’cquazioae (i), c sostituiamo 
VX -f- V in luogo di y. Con ciò avremo 

x^F^x + -t- . . . = o ; 

ma dalla serie di Taylor limitata ai termini di primo grado 
riguardo all’ aunaento dato alla variabile , abbiamo (12^ 
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ovvero ( per essere F{x) = o ) ~ ~ ^ 5 

dunque sostituendo avremo successivamente 

vx^—'F' ^* + ~ ^ H" +• • •= 0 , 

+ 7 ) + 

e da quest’ ultima equazione ponendovi ar = ± oo , e quin- 
di V = /3 , si conchiuderà ( almeno quando i valori di F' (») 
e f (*) son finiti c diversi da zero ) 


I .* per n — i, /3=o, 

2 . » por « = /3 = _^, 

3. " per n>OT — i, /3 = :+;w- 

Laonde al valore adottato per a, e determinato dall’equa- 
zione F{*)=o, corrisponderà un asintoto espresso nella prima 


ipotesi da y=xx, e nella seconda da y~*X' 


/(«) 
P' («) * 


Ala nella terza ipotesi, l’ asintoto cadendo tutto a distanza 
infinita , il medesimo si reputa come non più esistente per 
noi (*). 


(*) Sviluppando un poco più l’ equazioni che si riferiscono a queste 
ipotesi , si perviene a risultamenti degni di essere notati. 

Nella prima ipotesi il sistema dell' equazioni 

y=KT, /’(»)=o , equivale alla sola p=o, o vero 

che emerge ancora sotto la forma 




= o dall’equazioni x = yt/ , e F(r) = o. 


Quindi si fa palese che quando il grado della prima tra le funzioni 
omogenee in che si è decomposta 1* equazione della curva , sorpassa per 
più dell' uniti i gradi delle altre, la curva è fornita di asintoti mo- 
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Xyi. Del contatto fra le curve piane. 

173. Si dice che due curve si toccano quando in un punto 
comune hanno ancora una tangente comune. Dippiù, quando 
tre curve si toccano in uno stesso punto , quella che passa 
lira r altre due è riguardata come avente con ciascuna di 


venti per 1* origine delle coordinate , e si à l’ equazione del loro siste* 
ma eguagliando a zero la detta funzione omogenea del grado più alto. 
Nella seconda ipotesi poi, venendo espressi gli asintoti dall’ equazioni 

e le rette indicate da quest’ ultima essendo parallele a quelle indicate 
semplicemente da y = , ne viene in conseguenza che quando il 

grado della prima funzione omogenea supera di una unità il grado di 
quella che la segue immediatamente , le rette che vengono rappresen* 
tate da quella prima funzione uguagliata a zero , e che passano com’è 
noto per la origine delle coordinate , sono soltanto parallele agli asin* 
loti. Cosi nella curva espressa per l’equazione -{-y^ — 3ay=o, e 
rappresentata dalla ^y. 29, avvi un asintoto ed è parallelo all’unica 
retta reale che può esprimere l’equazione «3-f-yl = o. Ora la genuina 
equazione di questa retta essendo y = — abbiamo per l’asintoto di 
cui si tratta, > = — i. Per determinare p osserviamo che in questo 
esempio si à 

dal che risulta 

£ dunque chiaro che 

/’(») = 1 »*, da coi F' (») = 3»* , e che ^(») = — 3» ; 

e dopo ciò essendo come abbiamo detto ( e come ci dà essa stessa 
l’equazione /'(»)=o), * = — i, avremo per la esposta teoria 

, /(») ., /(-») 1 

onde l’equazione dell’asintoto sarà definitivamente y = — *— i. 

Dopo le cose dichiarale , riflettendo che se in una curva dotata di 
centro si prende questo centro per origine delle coordinate , l’ equa- 
zione della curva dee avere tulli i suoi termini di grado pari , o lutti 
di grado dispari ; si fa chiaro che per questa equazione à luogo la 
prima delle Ire ipotesi fatte di sopra, e che per ciò gli asintoti passe* 
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queste ua contatto più intimo di quello che queste medesime 
hanno tra loro. Pertanto i geometri ammettono diversi or- 
dini di coniatlo , i caratteri analitici dei auali si desumono 
facilmente , come andiamo a vedere , dalla considerazione 
dei cocQicienli differenziali delle ordinate. 

Siano 

y=S{^) cd ?/— ®(^) 

r equazioni di due curve riferite ai medesimi assi. Dinotando 
con X l’ascissa di un punto comune alle due curve , e con 
x^h l’ascissa di un altro punto vicino, le ordinate delle 
due curve , corrispondenti a quest’ altro punto , saranno ri- 
spettivamente 

/(x)+A/'(x)-l-^/"(a')-fcc.,e (f ^<>"(ar)-fec . 

Ora se esse hanno una stessa tangente nel punto la cui 
ascissa è a: , in questo punto si avrà nel tempo stesso (5ii) 

f{x) = (? (ar) , e /' {x) == {x). 

Viceversa , supponendo soddisfatte queste condizioni, si potrà 
affermare che niun’altra linea avente per equazione y=4-(^) 
potrà passare fra le curve proposte, almeno sino a che non 
e pure 4,' [x) = f (x). In fatti arrestando gli sviluppi pre- 
cedenti ai termini ai secondo grado in A , la differenza tra 
lo ordinate corrispondenti ad x -j- h in queste curve si può 
esprimere con 

laddove supponendo che non sia pure 4-' (x) = J' {x) , 


ranno per la delta origine. Adunque nelle curve algebriche dolale di 
centro, gli asintoti non paralleli agli assi passano generalmente pei 
centro. 

Lo conclusioni di questa nota suppongono , come quelle del testo , 
che F‘ (») c /{*) non siano nè nulle nè intuite ; poiché avendo luogo 
uno di questi casi , la quantità ^ polrehbe avere valori diversi da quelli 
che le abbiamo assegnati. Ma il principio con che determinarli si ri- 
duce sempre alla ricerca del limite, o dei limiti verso i quali converge 
vc=y — quando x cresce iudclìuitameule. 
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la (liOercnsa tra l’ordinata della terza corra e quella della 
prima verrebbe espressa per 

(+' W-/ w) A + «*) ) , 

dove 6 indica, del pari che nella formola precedente, una fra- 
zione positiva. Ora è visibile che supponendo h abbastanza 
piccola , si potrà render sempre la seconda formola mag- 
giore della prima , astrazion fatta dal segno. Adunque ninna 
curva rappresentata dalla equazione y-=\,(x), per la quale 
non si abbia 4-' (>^) =/' (^) > potrà mai passare tra le curve 
espresse per l’ equazioni 

y=f{x) ed y= 9 (a:), per le quali si à 

Ora due linee che hanno un punto comune, e per le quali 
il cocQicicnlc differenziale di primo ordine dell’ ordinala à 

{ iure un valor comune in questo punto , si stimano aver tra 
oro un contatto di primo ordine. 

iy4. Similmente le linee per le quali , in un punto co- 
mune , hanno un valor comune i cocflìcicnti differenziali di 
primo ordine , ed un altro valor comune i cneiilcicnli diffe- 
renziali di secondo ordine , diconsi aver tra loro un con- 
tatto di secondo ordine ; e si può diinostrare in un modo 
affatto simile al precedente che non jiotrà passare fra esse 
una terza linea , ammeno che non abbia ancor essa pei suoi 
eocfflcicnti differenziali di primo c di secondo ordine gli 
stessi ris]x;ttivi valori delle due prime. 

Generalmente, quando le curve y=f(x) ed w = ( 5 )(j') 
son tali che per uno stesso punto , n coefficienti diuerenziali 
successivi di e di $ (a*), a contare da quello di primo 
ordine , sono eguali ciascuno a ciascuno , si dice che le 
curve hanno tra esse un contatto dell’ ordine «"«'«<»,• ed al- 
lora niun’altra linea y = 4-(x), condotta per lo stesso punto 
potrà passare tra esse , ammeno che i primi n coefficienti 
differenziali successivi di 4{^) non abbiano gli stessi valori 
rispettivi che hanno quelli di f(x) e di <if{x). Per lo che 
diverse curve che si toccano in un punto comune , debbono ri- 
guardarsi come aventi fra loro un conUitlo Lmto pivi intimo, 
quanto maggiore ò il numero dei coefficienti aiffcrcnziali 
successivi , a contar dal primo , hanno lo stesso valore 
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in amcndiTc le curfc ; ed in coosc^enza questo numero dei 
cocUicicnli differenziali di e^ual valore, è quello che distingue 
c caratterizza i contatti di diverso ordine: ciò che sarebbe im- 
possibile a potersi ottenere dalla sola geometria. 

i7Ì>. Abbiamo adesso due cose importanti a notare: la 
prima ò che quando due lince hanno un contatto di primo 
ordine o di altro ordine dispari , la maniera di giacere di 
una per rapporto all’ altra nelle vicinanze del punto di con- 
tatto ò la stessa da ambe le parti di questo punto , c simile 
a quella che si verifica nel contatto di una retta c di una 
curva di secondo grado ; e ciò pcrchò la differenza tra le 
ordinale che nelle due curve corrispondono ad una medesima 
ascissa, diversa da quella del contatto , à per fattore univer- 
sale h' od altra potenza pari di h (lyS), c quindi non cam- 
bia segno con k , almeno da un valore di h convenevol- 
mente piecolo sino a zero. Ma quando il contatto ò di se- 
condo ordine , o d’altro qualunque ordine pari , le due lince 
effettivamente s’ intersegano ; perehò la detta differenza di 
ordinale à in tal caso per fattore universale 4 ^ od altra po- 
tenza dispari di A , e perciò deve mutar di segno con h pei 
valori convenevolmente piccoli di questa quantità. 

176. La seconda cosa notevole c che quando due linee 
sono tra loro in contatto di secondo ordine, o d’altro or- 
dine superiore , debbono omcndue rivolgere la concavità 
dalla medesima parte , essendosi dimostrato nel n.° ò '5 che 
la posizione della concavità c della convessità di una cur- 
va dipende dal segno dei coefficiente differenziale di secondo 
ordine. 

177. Dopo ciò che precede , per venire ad un’applicazione 
considereremo le curve paraboliche , ossia quelle in cui le 
ordinate sono funzioni intere e razionali delle ascisse ; perchè 
tali curve sono le mù semplici ad esser poste in contatto 
con una curva data, eia dunque 

y — /(®) 

r equazione di una qualsivoglia curva data , e riflettendo 
che una funzione di a?, intera, razionale c di grado n am- 
mette n -f- 1 coefficienti costanti , propongbiamoci di trovare 
una parabola del detto grado, che abbia un contatto dcll’or- 
dinen colla curva data, nel punto (2:', ^') di questa curva. 
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Osscrrando che la parabola richiesta dee pria di tulio 
passare pel punto {s!',y') , o che per ciò la sua equazione 
dee restare soddisfatta al supporre xs=x' , y = y' , o che 
torna lo stesso x — ar'=:o, y—y's=so, detta equazione 
si potrà scrivere sotto la forma 

y — y'—A (ar— ar 0 +j 5 {x — x')'+ C (x — z')’+ •. .+iV(x — x'j”, 

avuto riguardo che y dehb’ essere per ipotesi una funzione 
di X intera , razionale , e di grado n. Ora da una parte i 
primi n coeOicicnti differenziali successivi di y cavali da questa 
equazione, al supporvi x=x' si riducono rispettivamente ad 

'A,zBf e.3C7,.. .,2.34«* 


c da un’altra parte quelli che appartengono alla curva o 
funzione data y==f(x) debbono stimarsi cogniti, ed i va- 
lori che prendono facendovi x=x' si possono comodamente 


. dg' d*y' d^y' d^‘ , 

indicare con i simbou , -r-^ , . . . -r^ ; dunque , 

da:' dx'* dx‘* dx'” * 

per ciò che innanzi (174) si è dimostrato , avremo ordinatamente 


n_ * ^ f L ar__L_ 

dx'^ a dx'»' ».3dx'i''‘ a.3...ndx'» ’ 


c quindi l’equazione della richiesta parabola sarà 

gp* . diy'(x—x')i ^ éfhj' (j— j' )" 
^ ito'' ' ito*' fl ito'^ a. 3 '**cto'" a.3. . 

Abbiamo potato stabilire un contatto dell’ ordine n fra la 
data curva ed una parabola del grado n , perchè questa 
parabola ammette n + 1 costanti nella sua equazione ; c 
tante sono precisamente le condizioni a soddisfare : dovendo 
la parabola passare pel dato punto , ed avere in questo 
medesimo i primi n coefficienti differenziali della sua ordi- 
nata eguali a quelli dell’ordinata della data curva. In 
generale, tra una curva realmente data ed un’altra data solo 
di specie ( cioè a dire in cui siano dati gli esponenti dclfe 
coordinale nei singoli termini , ma siano indeterminati i cocffl- 
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denti di questi termini ), si può stabilire in un punto dato 
della prima un contatto, il cui ordine è fissato aal numero 
delle costanti arbitrarie contenute nell’equazione di questa 
seconda curva diminuito di una unità ; e quante volte à 
luogo un tale contatto, la seconda curva si dice osculatrice 
della prima. Volere che il contatto sia di ordine inferiore 
al detto, è problema indeterminato; ed è impossibile, gene- 
ralmente parlando, che il contatto sia di ordine supcriore. 

178. Supponendo n=i, la linea richiesta di parabola 
diviene una retta , e coerentemente a ciò 1’ equazione pre- 
cedente si riduce ad 




Ma questa equazione appartiene fi 54 -) alla tangente della 
curva y = f{x) nel punto (ar', y'), dunque la tangente 
( che potrebbe anche dirsi retta osculatrice ) di una curva in 
un punto, à in questo punto colla curva il più intimo con- 
tatto che mai possa darsi tra una curva ed una retta , nò 
in conseguenza può passare fra l’una c l’altra verun’ altra 
retta. Di più questo contatto ò in generale di primo ordine, 
e però (l'jS) da tutte due le parti del contatto la tangente 
giace d’ordinario allo stesso modo per rapporto alla curva. 

179. Supponendo n=:a, si à l’equazione 


, Ju* . 


. rfV(ir-x')- 

^ i — * 


che appartiene ad una parabola ordinaria, c di asse paral- 
lelo a quello delle y. Questa parabola dunque ò fra tutte le 
altre dello stesso grado, e di assi egualmente paralleli a quello 
delle V, la osculatrice, ossia qudia del più intimo contatto 
colla data curva nel punto (ar, v'); e questo contatto è in 
generale di secondo ordiuc. (*) rer questo stesso la parabola 


(*) Quando l’asso di una parabola di secondo grado potesse giacerò 
comunque , l’ equazione di questa curva ammetterebbe quattro costanti 
indeterminate , e quindi la parabola osculatrice avrebbe iu generale un 
contatto di terzo ordine con la curva data. Questa curva stimandosi 
coincidere eoa la parabola celle viciuanzo del contatto , lo stesso può 
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c la curva dafa s’ intcrscclicranno a vicenda nel punto del 
conLatlo (17Ì)) , e quivi rivolgeranno le loro convessità in un 
medesimo senso (17-i) ; ne fra l’una e T altra potrà pas- 
sare verun' altra parabola di secondo grado, c di asse paral- 
lelo a quello delle y. 

XFII. Cerchio osculatore. Sviluppate delle curve 
piane. Cicloide. 

180. La linea più semplice dopo la retta è la circonfe- 
renza del cerchio: una è dapcrtulto senza curvatura, l’altra 
poi à dapertutto la stessa curvatura. Or Tequazione generale 
del cerchio racchiudendo tre costanti fra loro indipendenti , 
è chiaro che determinandole convenevolmente, si potrà otte- 
nere un cerchio che abbia contatto di secondo ordine , o vero 
che sia osculatore di una curva qualunque in un punto dato 
di questa. À tal fine ritorniamo alle nozioni presentale nel- 
r articolo precedente , e supponghiamo essere 

= ed — / 3 )* = pV..(i) 

Tequazioai della curva data , e del richiesto cerchio , dino- 
tando ec , / 3 , p le coordinate del centro e il raggio di 
questo cerchio. 

Poiché dunque si vuole che il cerchio abbia contatto di 
secondo ordine colla data curva in un punto qualunque di 
essa, bisognerà che l’equazione (i) e le sue derivale del 
primo e del secondo ordine , che sono 

a:-»+ty-/ 3 )^,=o, (2);i+g-f(y-p)g=o,(3) 


dirsi delle loro cordo parallele ed infìnilanienlo -ricinc alla fangente 
comune. Quindi per la curva, del pari che per la parabola, i punti medi 
di tali corde possono stimarsi posti in linea retta , e però t' angolo 
compreso da questa retta colla tangente sarà quello stesso che voleva 
determinare Carnet, e di cui si è fatta roensiono nella nota al n.” 7K. 
Cosi dunque si appalesa un altro metodo di farne la ricerca , diverso 
da quello tenuto nella Memoria ivi eitata , il quale c diretto ed indi- 
pcndculo dalla considerazione della parabola osculatrice. 
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restino soddisfatte qualora per x e y % intcodano le coordi 

e — 

(ìx t/jr* 


nate del punto dato , e por e s’ intendano i valori 


che hanno , per lo stesso punto , i coelEcicnti difTcrenziali 
di primo e di secondo ordine di y ^lesunli dall’ equazione 
della curva. I valori delle costanti « , / 3 , p sono adunque 
pienamente determinati per l’ equazioni (i) , (2) , ( 3 ) , che 
danno immediatamente 



dx* dx* dx* 


0 che torna lo stesso 

di/(dx*-^-dv') ^ (dx*^dy*)^ 

■ dxd~ ’ d»y ’ P-' dxd^y ■ ^ ' 

181. Sostituendo per ^ e ^ i valori che si ebbero nel 

n.” 72 dall’equazione f{x,y)~o, le fonnole (e) si cam- 
biano nelle altre 


x—*—~ 


\(/x/ '\dy/ J 


\dy) dx* dx dydxdy~\dx) dy^ 


1 

m 

i+(D’; 

Y 

i 


r^« 

t dx* 

^Éf££L+{ 

dx dy dxdy ' 

(±\€Ì 

\dx / dy* 
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che si rapportano cosi alla curva espressa per la delta equa- 
zione. Queste ordinariamente sono da preferirsi nelle appli- 
cazioni , perchè non esigono riguardo di sorta circa la va- 
riabile indipendente; e inoltre divengono più semplici quando 
nell’ equazione della curva non vi à termini affetti àa. x e y, 

nel tempo stesso, perchè allora = o. 

182. Frattanto il segno di p essendo indeterminato a ca- 

§ ionc del radicale da cui è alfctto, si potrebbe credere che 
problema ammettesse due soluzioni ; ma siccome non è lo 
stesso dei segni di a: — », ey — / 3 , e quindi dei segni 
di a e / 3 , il centro del cerchio sarà generalmente un solo, 
ed il valore di p si potrà considerare come una quantità 
assoluta 0 positiva. Pertanto il segno del radicale si pren- 
derà sempre simile a quello del denominatore , e segnata- 
mente nelle formolo (e) , (f) sara il meno 0 pure il più , , 
secondo che (nell’ ipotesi consueta che le ordinate positive 
procedano da sotto m sopra ) la curva nel punto dato ri- 
volge la concavità 0 pure la convessità verso il margine in- 
feriore della pagina: e ciò perchè il segno di e quello 

in conseguenza di ìTu sono ancor essi ( 55 ) il meno in un 
caso ed il più nell’ altro. 

i 83 . Riguardo al centro del cerchio osculatore , si può 
notare: i.“ che dee sempre trovarsi nella normale della curva 
nel punto dato , perchè l’equazione (2) esprime appunto questa 

normale (n.° i 55 ) quando 2:, y, ^ ^ considerano come i 

valori particolari delle coordinate e del coclficieole differen- 
ziale di y per quel punto , ed » , /3 come due coordinate 
variabili. 2." e che deve sempre giacere dalla parte verso 
cui è rivolta la concavità della curva nel medesimo punto ; 
perchè essendo gli stessi per tal punto i coefficienti differen- 
ziali di secondo ordine della curva e del cerchio, le conca- 
vità dell’ una e dell’ altro debbono quivi esser rivolte nel 
medesimo senso (176). 

184. Quanto poi olla circonferenza dello stesso cerchio, 
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siccome il contallo di essa con la curva & ordinariamente di 
secondo ordine, e solo in qualche punto singolare della curva 
può essere di ordine più elevato ( per la fortuita eguaglianza 
dei valori assunti da uno o più cocfEcionti dilTcronziaii sue* 
cessivi, a quello di secondo ordine ) , cosi bisogna ritenere che 
la detta circonferenza ordinariamente intersegherà la curva, 
e la toccherà sol quando il contatto è per avventura di or- 
dine dispari (*). 

i85. Nelle varie applicazioni , geometriche non meno che 
Tisiche , dello coordinale del centro , e del raggio del cer- 
chio osculatore, T espressioni di queste rette sogliono esser 

{ iresenlate sotto forme diverse , che per ciò importa notare. 
jC indicalo da (e), o da (f) suppongono ad evidenza che la 
variabile indipendente sia a: , e la terza delle (e), ravvicinata 
a quella della normale (n."i63), può anche ricevere la for- 
ma più breve 


(*) Questa singolare proprietà del cerchio osculatore di una curva 
in un dato punto, distinguendolo sensiài7men/c dai cerchi scmplicemcnto 
langcnii , ne agevola pure la grafica determinazione per via di alquanti 
tentativi, praticati su punti presi, nella normale c dalla parte concava , 
o fatti servire come centri, aflìne d’imbattersi nella circonferenza che 
interseghi la curva nel dato punto : ciò che può essere utile spe- 
cialmente quando si tratti di una curva data solo pel disegno che la 
rappresenta, ma affatto incognita quanto alle sue proprietà geometri- 
che. E se mai simil cerchio non s' incontrasse fra i cerchi che toccano 
la curva ( come in qualche punto singolare di questa potrebbe avve- 
nire), si terrà cerchio osculatore quello che variato di pochissimo nel 
raggio, di esterno alla curva nelle vicinanze del contatto diverrà in- 
terno , e viceversa : stante il carattere essenziale ed immancabile del 
cerchio osculatore , di essere il più vicino alla curva di tutti gli altri 
cerchi possibili. 

Ancora: supponendo che il cerchio osculatore o la curva coincidano 
per un tratto piccolissimo , sarà facile il vedere per le note proprietà 
del cerchio , che si può avere con approssimazione sufficiente il raggio 
di curvatura di una curva in un punto dato , portando sulla curva e 
sulla tangente distesa nel medesimo senso due rette uguali e piccolis- 
simo , e poscia dividendo il quadrato di una di esso pel doppio della 
retta che congionge gli estremi di ambedue. So dunque con ottima scala di 
parti piccolissimo si esprimano alla meglio in numeri la congiungcnto 
e lo rette uguali , il uclto quoziente , trovato prima in numeri , c po- 
scia voltato in linea mediante la medesima scala , darà tosto , a ua 
bel circa , il dimaudalo roggio di curvatura. 
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dovo /V esprimo quella normale ; ma da esse facilmcatc si 
desumono quelle per lo quali la variabile iadi|)endcnle pub 
essere qualunque, baslanuo all’uopo (75) sosliluire in (e) 

1 du dxd'v — dud'x d*u 
5 ^ " - di3 - - “ 5 ?* 

dy 

Por tal mozzo si hanno le formolo generali 

ày{dx'-^dy*) dx {di;*-^d<j') 

dxd*y — dyd^x ’ ” ^ dxd'y — dyd'x ’ 

( dx* -+- dy* ) • 

^ dxd*y — dyd*x ' 

lo quali, in conferma, si potrebbero anche direttamente 
cavare dall’ equazione primitiva, e dall’ equazioni dilTeren- 
ziali di primo e di secondo ordine del cerchio osculatore , 
solo che net prendere 1’ ultima di queste equazioni si ten- 
gano egualmente come variabili dx e dy. 

186. È chiaro che queste formole si accomodano agevol- 
mente a tutte le ipotesi , che piaccia o convenga fare circa 
la variabile indipcndcnlo. Supposto per esempio che questa 
debba essere y, basta sopprimere in esse i termini affetti 
da , percliò allora r/?/ dee riguardarsi costante (10), e 
nullo per conseguenza d^y. 

187. Supposto poi che la variabile indipendente sia t’arco 
intercetto al punto {x ,y) e ad un qualunque punto fisso, 
sarà costante ed essendo (102) 

dd=dx'-\- dy' , differenziando sarà dxd'x -\-dyd'y=o. 

Ora mediante queste due equazioni si possono eliminare dalle 
formole (g) è tiiffercnziali ax e cTx, o pure dy e d'y, per 
accomodarle al caso in cui l’equazione (Iella eurva fosse data- 
in y ed « , o pure in (T ed « ; e la espressione di p ( che 
interessa più dell’ altre due ) si trova essere 

dsX/ds* —dy* (da\/ds* — dx'^ 

p= , 0 pure p = 

24. 
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Dalle stesse due equazioni si j)OSSono avere dx e dy in 
d^y, e r/* , per quindi sosliluirlc nelle forinole gene- 
rali (g) di X — *, y — /3, e p ; ma le nuove ed eleganti espres- 
sioni che si ottengono per tal modo , saranno da noi tro- 
vale bentosto per altra via. 

i88. Lasciando indeterminata la variabile indipendente , 
abbiamo l’equazione 

d^ = dy* , e l'altra dsd^s = dxd*x -f- dyd*y , 

che nasce dalla prima facendo variare dx ,dy, c dg. Quindi 
si può agevolmente vcriGcare da una parte che 

( dxcTy — dyd*x )*= dg* ( d*x* •+■ d*y* ) — ( dxcTx-\- dy(Py )* 
=dg*{d*x*+d*tj* — d*g*), 
c da un’altra parte che 

dy{dxcTy-^dyd*x)=dg{dxd*g—dgd*x)^-~dg^.d » 
— dx ( dxd*y — dyd*x )=dg ( dyd*g — dgd*y)= — dg'^.d • 


Or questo è sufficiente a ridurre ì precedenti valori ge- 
nerali (g) di X — — /3, e p sotto le forme 

y y — - ^ Q — - - - - ^ ' j 

d*s*—d*x*—d*t/* * ^ d*s'—d‘x*—d*i^ 

iis* 

p • 

^d*x*-t-d‘i/* — d*t* 

i8o. Dopo ciò, osservando ancora cJie ct — x, e /3 — y 
sono io projezioni del raggio p sugli assi delle x e delle y, 
se noi ciiiamiamo qui X e pt gli angoli che due parallele a 

3 ucsti assi , menale pel punto (^x ,y) , e dirette nel senso 
elle X positive e delle y positive, formano con quella parte 
della normale in cui si giace il raggio p , avremo 

pcosX = a — X, e pcospt = /3 — y. 

Quindi per le ollenule formule si troverà facilmente 
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tgo. Per rendere ora più semplici le formolo dei duo 
numeri precedenti, prendiamo l’arco s pc^ variabile indipen- 
dcnle , come suol farsi nelle ricerclie di alla geometria o di 
meccanica. Allora essendo costante ds , si k evidentemente 



c però le dette formolo si riducono alle seguenti 
_ tiiì*d*x „ ds*d*y _ 

* ^ ~ d'x'-^d-y* '^~y— \ 

. d^x d*y 

COsX=p — , C0Sft = p^. 


jgi. Il raggio del cerchio osculatore prende una forma 
vieppiù semplice , e mena a conseguenze di maggiore inte- 
resse , introducendo nel calcolo l’angolo clic la tangente 
della curva nel punto {x ,y) forma con l’asse delle x. 
Chiamando r quest’angolo, abbiamo dal n.° ’óiS 

lan T = ^ , e quindi T=arc.tan^. 

Adunque dilFerenziando nella ipotesi che la variabile indi- 
pcndculc sia qualunque , avremo (35) 


d$. 


dx dxd’y — dytPx dxd*y — dyd*x 




dx^-^dy 


da* 


con che l’espressione generale di p (i85) diviene scmpli- 
cissimamcnlc 

p = ^ , c dà in conseguenza dr z= — , e ds = pdT. . 

192 . Per conoscere il signifìcnto geometrico di queste for- 
molo supponghiamo essere neWa/iff. 3o, OP=x, PQ=Ax , 
l’arco e quindi l’arco ywìV=Aj. Supponendo anco- 

ra condotte per M ed N le tangenti alla curva, c le paral- 
lele all’asse (ielle a: positive, sarà l’angolo r = iMm , e la sua 
diOcrenza ^r=iunH — tMm=uNn — UiN=u(n. Ciò posto 
osserviamo che l’angolo utn , esteriore delle tangenti appli- 
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calo ayli oslremi dell’ arco MN ( e che diccsi angolo del 
coniano quando si suppone infìnitamcntc piccolo ) ò la mi- 
sura più adeguala della curvatura di quest’ arco sotto una 
data lunghezza , perchè esso angolo cresce , diminuisce , c 
si annulla al supporre che l’arco s’incurva più, o s’incurva 
meno , o si raourizza : come divicn chiaro supponendo che 
rcsircino M dell’arco resti fisso insieme colla tangente Mi, 
0 clic r altro estremo si allontani vieppiù da questa lan- 
gcntc , o pure se le avvicini , o la raggiunga. Poiché dun- 


que abbiamo r/r = — , ne viene in conseguonza che la delta 
t 

ds 

curvatura sarà misurata da — . Ciò prova i.® che il limite 


di essa è zero , perchè p è una quantità determinata , laddor 
ve diminuisce indefinitamente con Aar (*); 2.® che quan- 
do si afferma che la curvatura in un punto M sia alla cur- 


vatura in un altro punto M' come - ad * , ossia in ragiono 

P p 

inversa dei raggi dei cerchi osculatori in tali punti , ciò si 
deve intendere delle curvature di due archi indcfinilamento 
piccoli c di eguale lunghezza , confali dai medesimi punti. 

ig 3 . Inoltre, osservando che l’angolo uln ossia At è ugnalo 
all’angolo MoN compreso dalle normali alla curva in M 
ed TP, e che la formala pefr cui si è trovalo eguale de e- 
spriinc l’ arco del cerchio osculatore, che sottenderebbe l’an- 
golo dx fatto al centro di esso , diviene manifesto che l’arco 
MN, a misura che il punto "TP si avvicina ad M, tende a 


(*) Con (jnesto, per quanto ci sembra, rimane ancora giustificalo il 
principio di Lcibiiilz , secondo il quale pyni curva può riguardarsi 
come il limile dei poligoni ad essa iscritti, ed avendolo in tal conto 
potremmo qui dare un saggio della rapidità del metodo infinitesimale , 
che nello sue applicazioni gcomelricbe à per fondamento quel princi~ 
pio ( nota del u.° i!ii), abbenebè tale rapidità non sia sempre la 
stessa quando si vuol procedere con rigore. Ma siccome questo metodo 
è quasi il solo adoperato nelle scienze fisiche , c perciò vuol essere 
conosciuto un poco più estesamente che non si potrebbe in una nota, 
sarà meglio riserbarci di irattaroo s suo luogo in un articolo separato. 
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confondersi con 1’ arco del cerchio osculatore in M, frap- 
posto alle due normali condotte per M nA N \ e che l’in- 
contro di questo normali si avvicina in pari tempo al cen- 
tro di cotal cerchio. Per nucsta ragione la curvatura della 
curva in M si stima eguale a quella del cerchio osculatore 
della curva in lai punto , cd il raggio di questo cerchio di- 
cosi anche meglio raggio di curvatura. Ciò nasco , come 
si polca prevedere , dalla proprietà di essere tal cerchio il 
più vicino di tulli alla curva nel punto 31 , e viene an- 
cora convalidalo dal considerare che il medesimo cerchio 
inlcrsega (i84-) gcneralmcule la curva ; difalli , questo fa si 
che il cerchio avendo in rigore alquanto maggior curvatura 
dell’ arco LN dalla parte del punto 31 dove è interno a que- 
st’arco, ed ah|uanto minor curvatura dalla parte dove è 
esterno, nell’ insieme la curvatura dell’arco Z.V intorno al 
punto i)/ sarà , anche pel fallo di questa intersezione, meii 
diversa da quella del cerchio osculatore in 31 . E se questa 
intersezione non ha luogo quando il contatto del cerchio 
osculatore con la curva è per avventura di ordine dispa- 
ri (i84) j allora in vece il conlallo è vieppiù intimo, perchè di 
ordine supcriore al secondo; c d’ordinario la curvatura della 
curva, a simiglianza di quella del cerchio, è la stessa dalle 
due parti del punto di conlallo : come a suo luogo vedremo. 

19 i. Per terminare con un’applicazione corcheremo il rag- 
gio di curvatura delle curve coniche , servendoci , come nel 
II.® 169, dell’ equazione y' = 2mx nx* . Allora per trarre 
partito dalla espressione della normale ritrovala nello stesso 

n.° , possiamo adoperare la formala r = — — del raggio di 

v'ir- 

curvatura (t 81 )), e non dovremo che sostituirvi il coolTicienle 
differenziale di secondo ordine di y cavato d.alla delta equa- 
zione. Ora il primo differenziale m questa equazione csscn- 
•^0 ydy = tndx nxdx f elevando a quadralo avremo 

= m'dx* + n(g.mx nx*)dx' = m'dx' + ny'dx' 
in virtù deH’equazione primitiva. Quindi dividendo por y'dx', 
c poi differenziando di nuovo , sarà successivamente 
^ I >iy ^y 

«fc* y* ^ dx dx* y® ^ y^ ’ 


Djg ■ ._! K,, (jOOgll 


umlc per la suddetta forinola risulterà r = — , astrazione 

m* 

fatta dal segno. Adunque tV raggio di ctirvatura in un 
punto qualunque di una curva conica, eguaglia il cubo 
della corrispondente normale terminala ad un asse della 
curva , diviso pel quadrato del semiparametro apparte- 
nente a tale asse; ed in ogni vertice della curva esa- 
gita il semiparametro deli asse cui quel vertice si ap- 
partiene , perchò ivi la normale eguaglia ancor essa la metà 
del parametro (i6g). 


a.” Sviluppate. 

igo. Ad ogni punto di una curva corrispondendo un cen- 
tro particolare di curvatura , l’ insieme ossia il luogo geo- 
metrico di tulli questi centri, costituirà in generale un’altra 
curva dipendente dalla prima. Or questa curva diccsi evo- 
luta o sviluppala dalla prima , la quale per contrario chia- 
masi evolvente o sviluppante dell’altra, a motivo di una 
relazione singolare che dimostreremo aver luogo tra esse. 

Per iscoprirc il modo con che desumere l’ equazione della 
sviluppata X;zv ... {fy. 3 i ) da quella della sviluppante 
LMN..., basta osservare che quando nelle due ultime 
dell’ equazioni 

f{x,y) = o, (A)-, (a? — *)’-!- (y — / 3 ) = p*, (i) 

{x— 3 .)dx-{-{y—?)dtj=o, (2); p)rf’y=o, ( 3 ) 

e che sono I differerJali di primo e di secondo ordine del- 
l’equazione (i) esprimente il cerchio osculatore , s’ intendono 

f )osti per dy , e r/*y i valori in x ,y , e dx tratti dai dif- 
èrcnziali di primo e di secondo ordine di (A , allora le 
» e p possono riguardarsi come funzioni implicite di cy, 
o pure di x sola in virtù dell’equazione (J). Quindi elimi- 
nando ar e y tra l’ equazioni (A ) , (2) e ( 3 ) ; o , che torna 
lo stesso, tra l’equazione (A) e le due prime equazioni del 
n.“ 181 , si avrà una equazione che non contiene di varia- 
bili se non le coordinate « , , e che per questo rappre- 

senta la sviluppata. 

ig6. Il diifcrenzialc dell’ equazione (2), preso non solo 
rispetto di a: c y , ma bensì rispetto doUe coordinate « e /3 
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deir evoluta ( le quali siccome testi! abbiamo detto sou fun- 
zioni di a! 0 y), si riduce in virtù dell’ equazione (3) a 
d3idx-^d?(hj=o. Quindi l’equazione (2) potrà essere scritta 
sotto la forma 

y _ /3==^^(ar-*) , (4) 

per la quale esprime (i54) nna retta che tocca la sviluppata 
noi punto ( * , /3 ) espresso da /z , e passa pel punto (x ,y) 
della curva primitiva , rappresentato M. Ma sappiamo dal 
n.® i83 che la congiungente di tali punti c normale della 
stessa curva in (x,y)\ dunque possiamo affermare chele 
normali di una curva qualunque sono tanyenti della sua 
sviluppala. 

197. Da ciò segue che le normali LI , Mm , Nn , .... 
di una curva , colle suecessive loro intersezioni , della pri- 
ma cioè colla seconda, della seconda colla terza, della terza 
colla quarta , ec. daranno i vertici di un poligono circo- 
scritto all’evoluta, c tanto meno diverso da essa quanto 
minori ne saranno i iati c gli angoli esteriori ; di tal che 
abbisognando costruire rcvmuta di una curva , data soltanto 
col disegno che la r'alfigura ( come spesso accade nelle arti 
di costruzione), la si avrà con esattezza suliìcicotc al biso- 
gno nella curva iscritta al detto poligono, se non pure nello 
stesso poligono. 

198. L’equazione (i) differenziata pur essa, tanto rispetto 
di a: e y , che rispetto di », /3, c p considerate come fun- 
zioni di a: e y , SI riduce in virtù dell’ equazione (a) ad 

(ar — »)</» + (y — /3)rfp = — p</p; (5). 

Quindi eliminando mediante l’ equazioni (4-) c (3) i binomi 
X — » ed y — p dall’equazione (i) , si avrà 

dp = ± ; 

ma questo radicale esprime (i53) il differenziale dell’arco f// 
o dell’arco rf* dell’evoluta (secondo che piace adottare il 
segno -|- o — del radicale ), compreso tra un punto fisso 
^ o Y ed il punto variabile (jl ; dunque indicando con a la 
lunghezza dell’ uno o dell’ altro arco , avremo 

= — donde </pq^cfo=</(p:f:(j)=o, c 
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dinotando con C una quantità costante, cioè a dire che non 
varia con x, o col punto f* : non polendo essere ac non co- 
stunlo una quantità il cui difTcrcnzialc c nullo. 

L’equazione p — a = C esprime che l’arco Cf* dell’ evo- 
luta, eia tangente y 7 /a di essa, distesa fino aU’cvolvcnle, pro- 
cedono nei loro cambiamenti con differenza costante. Quindi 
cliiamando p' e a' due altri valori compagni J/V e 
della tangente e dell’ arco contato pure dal punto f , ayromo 
nel tempo stesso 

p — !S = C , e p' — a'= C f onde sarà a' — s = p' — p : 

il che prova che un arco qualunque /zpi' della sviluppata 
è quanto la differenza delle lanqenti p-M , ylAV Jra le 
quali è intercetto , distese fino alla sviluppante. 

199. 1 geometri dicono rettificabile una curva quando 
rcspressionc analitica di un suo arco qualunque è funzione al- 
gebrica delle coordinalo e dei paranK'lri della curva. Inol- 
tre , siamo certi per le regole della differenziazione , che 
i coeflicienti differenziali delie funzioni algebriche sono an- 
cor essi rappresentati da somiglianti funzioni , e da ciò si 
rende chiaro che nelle curve algebriche le formolo dei ra^- 
gi di curvatura , ossia delle tangenti alle sviluppalo , deu- 
hono essere parimente algebriche, perchè dipendono (180) 
dai coefficienti differenziali di primo c di secondo ordine 
doU’ordinala presa per funzione dell’ascissa. Dunque, in virtù 
d('l teorema testò enunzialo, possiamo con un altro teorema 
affermare che tutte le sviluppate delle curve algebriche 
sono rettificabili. E si può anche asserire che sono reliifi- 
vabili le sviluppate di quelle curve trascendenti , le cui 
equazioni differenziali sono algebriche : come sarebbero 
la logaritmica neperiana espressa per l’ equazione y=lx , 
c la curva considerata nel n.® 65 . 

200. Il teorema cnunziato nel n.° 198 conduce a desumerò 
graficamente e per approssimazione la sviluppante dalla svi- 
luppata : problema elio teoricamente consideralo è di com- 
petenza del calcolo integrale. Difalli , essendo l’arco nf della 
sviluppala {fig- 3 i ) eguale alla differenza delle tangenti J/ù 
ed M'n' , applicate ai suoi termini c distese fino alla curva 
primitiva Alili', è chiaro che questa curva verrebbe descritta 
con molo continuo dalla estremità di un filo, il quale avendo 
una sua parte tesa e rappresentala da ii-AI t e 1 altra parlo 
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essendo avviluppata snirarco ftiÀ.' , si andasse poi sviluppando 
progressi vainonle da (juesl’ areo , avendo sempre' |)er la ten- 
sione In rornu di linea retta tangente dello slotso arco, nel 
punto dove giunge a inano a mano lo srilunpamciitd. Or 
(jtiesta si è la ragione per cui la curva gu' si dice sviluppata 
nella curva MJU'. 

201. È chiaro che ogni altro punto della nM, o del suo 

f irolungamenlo descrive nel medesimo tempo un’ altra svi- 
uppante della stessa curva (tft.', e che queste diverse svilup- 
panti ('comunque aver possano equazioni difrercntissima ) 
sono curve tra loro parallele. Così la ricerca della svilup- 
pante , supposta cognita la sviluppata , è prohloina indeter- 
inina'o, amineno che non vi si aggiunga qualche altra con- 
dizione , quale sarebbe per esempio il dover passare per un 

E unto dato. In questa ipotesi il problema ò determinalo , ma 
i maniera di descrizione pocanzi detta non c veramente che 
ideale, e propria soltanto a farla concepire eseguita per moto 
contiiino. Nondimeno è facile supplirla con una costruzione 
equivalente , ed effettuata colla riga e col compasso , che 
sono gli ordinar! strumenti del disegnatore geometra. In effet- 
to, menando pel dato punto Z la tangente ZX alla sviluppala 
me liaulc la semplice applicazione della riga in modo che 
abbia un minimo arco di comune con Incurva, si prenderà 
l’arco X;^ piccolo ancor esso tanto che coincida sensibilmente 
colla sua corda , ed applicata anche in (i la tangente , si 
avrà il punto 31 portando su questa, a contare da la della 
corda e di seguito la tangente XZ. In sirail modo , notato 
l’arclndto ,uv sì piccolo da potersi estimare come linea retta, 
si applicherà in v la tangente, e tagliando su questa a con- 
tare da y la detta linea retta ed in continuazione la tan- 
gente 3 Ji*., si otterrà un nuovo punto N della sviluppante: 
e così appresso. 

202. Le sviluppate e le sviluppanti , e tra ^uest’ ultime 
la sviluppante del cerchio, sono di grande uso in varie ap- 
plicazioni importanti. Noi qui troveremo le sviluppate delle 
curve coniche , e serviranno utihnenle all’ uopo le formolc 

del II.” i 8 i. 

Così, r equazione dell’ellisse essendo al solilo 
^ = i , abbiamo = ^ + > . 

9 .’> 
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c, per conseguenza 

df ^ JlL = o ^ = 1 

dx a® ’ rfy ’ dx* a* ’ dxdy ’ dy* ò* 

Quindi sostituendo queste espressioni nei valori di « e cavati 
dal citato n.“ , cd avendo riguardo nelle riduzioni aU’equa* 
/.ione dell’ ellisse , troveremo 




a» —6* 




jr* , ^ = 


i® — a’ 


Ai 


?r 


Ora i valori di ar e y tratti da queste equazioni , e sostituiti 
in quella dell’ellisse, ci danno subito per la sviluppata di 
(juesta curva l’equazione 


t— 


la cui forma indica per se sola che la sviluppala deve gi.a- 
(!cre simmetricamente per rapporto agli assi coordinali o della 
ellisse (.y?7. 32 ). Facendovi successivamente »— o, e (S=o 
si ottengono i punti dove la sviluppala incontra gli assi , e 
siccome in tali punti debbono questi assi toccare (igb) la 
curva , cosi qncsta si comporrà di (|uallro rami che volge- 
ranno tutti la convessità ai medesimi assi. In line , [icrchè 
r equazione della sviluppata (di accordo con quanto si disse 

. A® a® 

nel n.®ig4) dia i semiparametri ed — per valori dei rag- 


gi di curvatura corrispondenti ai vertici JJ, M' , ed TV, N' 
dell’ellisse , è forza che i centri di curvatura // e y.' dei ri- 
spettivi vertici M t M' dell’asse maggiore esistano fra tali 
vertici ed il centro ; e che all’ opposto i centri v e v' di cur- 
vatura dei vertici N , N' dell’asse minore cadano al di là 
del centro , por rappoi'to ai vertici corrispondenti. 

2o3. Siccome l’iperbola dall’ellisse, cosi la sviluppala 
della prima si può desumere dalla sviluppala della seconda 
carabiaudovi b' in — b^. Tale sviluppala verrà dunque 
espressa da 



f \ 

V a® A® / ' 

A® ) 
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Qncsla curva c formata , come la precedente , da quattro 
parli egiiaìi e disposte simmetricamente per rapporto agli 
assi dell’ inerbola {fig. 33 ). Essa inconira il solo asse tra- 
sverso dcll’iperliola nei punti g c dove a vicenda si toc- 
cano; ed il valore dei raggi di curvatura jìtfg, il/V» corri- 


spondenti a vertici M, M' dcH’ipcrlKda, trovasi espresso da ^ : 

conforme pure al n.“ 194.. 

2 o 4- Quanto alla parabola espressa per l’equazione 

y* = 2fl.T , abbiamo f{x ,y)=y' — 20X , 


e per conseguenza 

dx^ ' dxdy~~^’ 

Questi valori , sostituiti nelle prime due formoie del n.® r8t . 
danno immediatamente 

*— 3a: + rt,/3 = — onde x — y = — V^. 


Per lo clic, sostituendo queste espressioni di a: e y nell’equa 
zinne della parabola , avremo per la sua sviluppata 

_ 8 (» — a)s 
27 a 

Questa curva è divisa in parti eguali e simili dall’asse della 
parabola, e lo incontra nel punto y. dove si debbono toccare 
a vicenda {.fig. 34 ). In questo punto , che si trova ponen- 
do /3 = o, il raggio di curvatura J/y, appartenente al ver- 
tice J/ della parmmla, risulta eguale ad a: di accordo sem- 
pre col n.® 194. 

Cicloide. 


2o5. Diccsi cicloide la curva generata da un punto di una 
cireonlerenza di eei t bio , la quale toccando una retta inde 
Onila si va rivolgendo sopra di essa. Le proprietà nclevolis- 
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siine (U questa curva Iianno varie applicaziuni iniportmili in 
gconiciria ed in meccanica. 

Dinotino OAB ed NML (,^.35) la prima posizione, ed 
un’altra posizione qualunque del cercliio rotante, c suppongliia- 
mo che il punto generatore della cicloide, ed il contatto de! cer- 
chio con la retta siano amhiduc in (Snella prima po-izimie, 
laddove uno sia in M e rnltm in nella seconda. E chiaro 
che passando il cerchio da una all’altra posizione, i punti 
deir arco Mi)f si sono applicali successivamente su (incili 
della retta ON , e che perciò debba essere sempre l’aico 
eguale alla retta : bene inteso che nel contare l’ arco da N 
e la retta da 0, procedano amendue nel senso del rivolgi- 
mento , che secondo la nostra figura è da sinistra a destra. 

Ciò posto prendiamo il punto 0 per origine delle coordi- 
nale , e la retta ON per asse delle ar, e condotte per M\o. 
pci'|)endicolari MP cA MQ sulla retta ON e sul diametro LN, 
chiamiamo a il raggio del cerchio, ed al solilo ar,y le 
(coordinate rettangolari OP , PM del punto M. Avendo ri- 
guardo al segno del coseno di un arco , il quale varia da 
zero sino ad una mezza circonferenza , si vede facilmente 
che per qualunque punto M della parte ascendente OD della 
cicloide, è sempre a — y l’espressione analitica del coseno 
dell’arco NM. Per lo che, potremo esprimere quest’arco 
pel simlxilo arc.cos (a — y), riferito al cerchio di raggio a.^) 

È poi la retta NP = QM— \' 2 ay—y*, sia per le note pro- 


(*) Avvertinmo qui , una volta p(*r tutte , che sullo tracco del sipnor 
Cauchy ci serviremo dei simboli arc.scn^o , are.cos/J , arc.tan;», are. 
GOt^ , arc.sec/t, arc.coser^ , quando fra gli archi di cui p è uOa linea 
trigonometrica positiva o negativa, vorremo indicare il più piccolo, e 
scgnatiimcnic quello che ha il più piccolo valore; positivo quando i detti 
archi fossero a due a due eguali e di segno contrario. In coiisegucii/a 
nel cerchio di raggio i 

arc.sen/>, arc.tan/i, arc.coljo, arc.cosec^ 

- esprimeranno archi positivi o negativi , ma sempre compresi tra i 

limiti — * c -t- - , laddove 
a a ’ 

arc.cos/> , nrc.sec/» 

dinoteranno sempre archi positivi e compresi tra i limiti sero e «. 
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priein ilei cerchio , sia perchè la QM è il seno dello stesso 
arco NM avente per coseno a — y. Dunque riguardando il 
dello radicale come una quantità per sè stessa positiva , 
l'equazione dell’arco ascendente OD sarà 

X -f- sjiay—y' = are. cos ( a — y ) , o che torna allo stesso, 

a:r=arc. cos(a — — — y*- {^) 

Qtianlo aU’arco discendente DO', per un qualunque pun- 
to M' di esso, e l’altro M di eguale ordinata ncH’arco ascen- 
dente , si à con tutta evidenza 

op = oo'—o'F=o(y—op. 

Per lo che chiamando ancora x c y \c coordinate del pun- 
to M' , e sostituendo per 00“ l’ espressione 2 wa della cir- 
conferenza che nel suo compiuto rivolgimento si è applicata 
su quella retta, c per OP l’espressione in y dataci per la 
precedente equazione , sarà 

X = 2ita — are. cos ( a — y ) + Sj^ay — tj'. (D) 

r equazione dell’arco discendente DO'. (") 


(*) Si può vedere facilmente che T equazione atta ad esprimere tulli 
gli an-hi ascendenti della cicloide , non meno a destra che a sinistra 
dell’ asse Oy , corno oltre di OM sono Om , Cym' , ec. è della forma 

ic = rh( ai^.o-j-arc. cos(a — y) — j/aoy — y*) , 

supponendo che i vi dinoti un qualunque numero intero c positivo , a 
cont.ir da zero. E con eguale faciltà si può vedere , che r equazione 
atta a rappresentare tutti gli archi discendenti a dritta ed a sinistra 
dell asse Oy , è della forma 

a: = it ( 2(V.a — are. cos ( a — y ) -)- (/aoy — y* ) , 

se non che in essa non può i essere zero. Ma se si è contento di 
esprimere ar e y in funzione di una terza variabile , esprimendo cosi 
in pari tempo la curva col sistema di due equazioni , queste risulte- 
ranno semplicissime prendendo per terza variabile l’arco sempre cre- 
scente NM , che c quello i cui punti nel rivolgimento del cerchio si 
applicano successivamente sulla retta fissa , e che si terrà positivo o 
negativo secui do che si considera il rivolgimento suU’assc delie x po- 


Digitized by Google 



( ^ 9 ^ ) 

2o6. è chiaro che i valori di dx Iralli da quesle due equa- 
zioni non possono differiré* che nel segno, e difalli appli- 
cando le regole date nei numeri i8 e 35 , ed avvertendo 
che il coseno a — »/ si riferisce al raggio a, si trova per 
equazione difiercnzinlc della cicloide 


ff/y (o— y ) dy _ 


1^ any — y* 


Vipy-y- 


dove il scgno-f vale per l’arco ascendente, cd il segno— per 
l’arco discendente. 

Da essa desumcsi a vista per la snnnormale nel punto M 


ydtj 

dx 




con che la normale sarà MN , ed il valore di questa, indi- 
pendentemente dalla formola datane al n.“ 169 , e per le 

sole proprietà del cerchio risulta espresso da Szay. Quindi 
essendo rollo l’angolo N^ML contenuto nel semicerchio, sa- 
rà ML la langenic della cui va in M \ e giova osw-rvare 
che le LM cd 3IN sono parallele alle rispettive corde DK 
c KE del cerchio rotante dovunque posto , affine di va- 
lersi di questa posizione arhiiraria del cerchio quando non 
si abbia quella del diametro LIV corrispondente al punto 
dato 31 , la quale peraltro si avrebbe làcilissimamenlc costru- 
endo il radicale — y)y che esprime la retta PN. 

207. Dall’ equazione diflerenzialc della cicloide per l’ar- 
co OD si desume 


_ l/-zoy — _ / 2« — y 

dx y V y ' 


sii ivo , o su quello delle x negative. Difatti èbiamando v quest’ arco , 
aliliiamo subito re(iuii7,ioni 

a;=OiV— arco jI/iV—AT==r — sene , y=CA'— CQ=a—cosv, 
le quali , avendo riguardo ai segni ebe convengono a senw e cosa' , è 
facile vedere che si verificano per qualunque punto di qualunque rimo. 
Ciò nondimeno , se per avere l’equazione della curva in ir e y si eli- 
minasse 1 ; tra le dette equazioni senz’ alcuna particolare avvertenza, il 
risultato sarebbe più geuerale ebe non dev' essere per esprimere sollautu 
la cicloide. 
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Quindi r equazioni <iella tangente e della normale della curva 
nel punto {x' ,y‘) saranno (iSS) 




ma è chiaro che quando trattasi di un punto dato nella curva, 
il metodo dianzi esposto sia da preferirsi alla costruzione di 
queste equazioni. 

Quando poi il punto per cui si vuol condurre la tangente 
o la normale alla cicloide non è in questa curva , le ignote 
del problema sono x' e y' , e cambiando ( per seguire gli 
usi ricevuti) x c y nelle coordinate di quel punto, che di- 
remo h a k , le precedenti equazioni liberale dal radicale 
divengono 


— A)*-f (y' — A)*] = 2a(a:' — 4)*, 
y' [ ( sc' — k)' + {y‘ — k)'^ = 2a{y' — k)\ 


esprimendo cosi due curve di lci*zo grado (*). 

208. Per procedere alla ricerca del raggio di curvatura 
eleviamo a quadrato l’equazione (2) , e poscia prendiamo i 


(*) In grazia dei meno provetti nell* applicazione dell’algebra alla 
geometria , aggiungeremo che se bisognasse descrivere queste curve , 
alliiio di coiiibiiiarle colla cicloide ed avere i punii ignoti nelle inter- 
sezioni delle prime colla seconda, gioverebbe supporre nella prima 
curva 

(x'-A).-t-(y_A).= 2r(*'-/.) , (T) 

e nella seconda 

{x'-h)-^{y'-k)> = ^r{y‘-k) , (N) 

perchè così la prima si riduce ad 

ry' = a (x' — A) , (t) ; c l’altra ad ry'=a(y' — k) , (n) : 

onde per ogni valore dato arbitrariamente ad r, si avranno due punti 
della prima o della seconda curva mediante la costruzione dell* equa- 
zioni (T) , (t) , o deH’cquazioDi (K) , (u) , che diuotauo in ambi i casi 
un cerchio ed una retta di facilissime determinazioni. 
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coi*liicionii differenziali dei due membri. In tal modo avremo 
Micci‘ssi>ani(Mile 


2fl dy d'-y aa dy <Py a 

dx'^ y ^ dx dx* ~~ y^ dx' ^ dx* y® * 


yiiinili per la formolo del raggio di curvatura (i 85 ) espresso 
medianle la normale , già da noi trovala , avremo imme- 
diatamente , a prest;inder(! dal sogno pel n.® 182 , 


ATS 

dx^ 


_ 1/ ( any )T 


\J'èay = z\/2aij , 


dal clic si deduce die nella cicloide il raggio di curva- 
tura è sempre doppio della normale. 

209. Da (jiicsto valore del raggio di curvatura, che ci dà 
per centro di curvatura relativo al punto 0 questo medesimo 
punto (*) , e por centro di curvatura relativo al vertice il 
punto 5 della normale DE prolungala sino ad essere A’S 
eguale ad ED, si deduce ancora facilmente che la svilup- 
pala della cicloide è un altra cicloide eguale alla prima . 
Difalti il centro di curvatura relativo al punto qualunque 31 
dovendosi trovare sul prolungamento della normale 3 IN , e 
ad una distanza JVi^z= JV 3 f , c chiaro che l’arco Aifi del 
cerchio di raggio a , e il cui centro c iii 7 sul prolnnga- 


(•) Dalla circostanza singolare elio il coniro di ciirvalura corrispon- 
dente al punto 0 è lo stesso punto 0, combinala con quanto si disse m-l 
n.° iga circa il rapporto delle curvature in due punti diversi di una 
curva , si rende lecito atrerinare che la curvatura della cicloide in £> sia 
inlìnilamcnte maggiore che non è in ogni altro luogo della curva. Que- 
sto risultamcnto sembra avere del paradosso ; ma riflettendo che al 
primo spostarsi del cerchio generatore , si può tenere come se il me- 
desimo facesse, per un istante, centro di sua rotazione un punto della 
base influilamenle vicino ad 0 , ne vàcue in conseguenza che il primo 
elemento della cicloide si può avere come un arco infinitesimo di un 
cerchio descritto con un raggio nnch’csso iniiuitesimo. Ora è palese che 
un elemento di tal sorta è più curvo , al di là di ogni rapporto , di 
ogni altro eguale elemento descritto con un raggio di grandezza fluita. 
Adiimpic il calcolo non poteva esprimer meglio iu suo linguaggio tanta 
dilfTenza di curvatura, che presentando un raggio di curvatura nullo, 
e quindi una curvatura influita nel punto 0. 
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mento della LIV •, eguaglia l’arco N 3 I del cercliio NML di 
cgual raggio e di centro in C ; onde altresì l’arco LM ri- 
sulta eguale all’ arco X,«. Ma per essere l’ arco JilN eguale 
alla retta OÌV, e la semicirconferenza L 3 IN eguale ad OE, 
semibasc della cicloide , debb’ esser pure l’ arco LM eguale 
alla retta EN ; dunque l’ arco X,« eguaglierà similmente la 
retta , e quindi il punto /x apparterrà alla cicloide che 
verrebbe generata dal punto ^ movendo col cerchio \u.N 
da J verso X. (*) 

210. Osserviamo di più che il raggio di curvatura es- 
sendo nullo in O, ed eguale ad Mik = v\j%ay in se 
ne desume (198) che l’arco 0 \t- della sviluppala sia pur esso 
eguale ad , di tal che chiamando s quell’arco, ed os- 
servando che la MP espressa da y eguaglia la , si à 
l’equazione notevolissima 

s = z\j2ay , ovvero s* = 8cry , 

tra un arco qualunque della cicloide , contato dal vertice , 
e l’altezza o freccia del medesimo aVeo. Considerando il 
punto 5 in vece del punto n , o che torna lo stesso ponendo 
y = 2a, risulta l’arco OS = Jia. Dunque la cicloide è 


(*) Si potrebbe anche giungere a questo risultato, sostituendo nelle 
prime due formole (e) del n." 180 i valori trovali pei corllìcienli dif- 
ferenzioli di primo e di secondo ordine di y , e poscia permutando In 
coordinate > c ^ in due altre e , parallele alle prime e contate 
dal punto 3 nelle direzioni 3X e iE , mediante le formole a =«^a — 
p = — aa -j- In tal modo arrivasi ad una equazione in »' e af- 
fatto identica a quella in x e y della cicloide primitiva. 

Del resto questa proprietà della cicloide , di riprodursi mediante lo 
sviluppamento , ò collegata ad un’ altra molto piii generale , dovuta a 
Gio: Bernouilli , e dimostrata la prima volta da Eulero nel X tomo dei 
Nuovi Commentari dell’Accademia di Pietroburgo, che può essere cosi 
enunziata : se avendosi una curva qualunque i cui estremi toccano due 
lati adiacenti di un rettangolo (come p. e. avverrebbe se la curva 
fosse, un quadrante ellittico ), se ne prenda la sviluppata , e di questa 
si torni a prendere la sviluppata , e cosi di seguito all injinito ; le 
curve cosi ottenute tenderanno progressivamente a confondersi con 
una senucicloide . Essa è stata pure dimostrata da Lcgendrc in fme 
del a.° voi. degli Esercizi di Calcolo Integrale , e da Poissoii nel 
i 8 .“ fascicolo del Giornale della Scuola Politecnica, pag. 43 x. 
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una curva retlifieahile (199), e i intera lunghezza di 
ogni fìuo ramo eguaglia esaltamente quattro diametri del 
cerchio generatore. (*) 

XFIII. Curve piane riferite a coordinate 
polari. Spirali. 

^ 1 1 . Le coordinale polari A\ im punto M{fq. 87 ) , condizio- 
Tiatu a giacere in un dato piano, sono, com e noto dalla geo* 
oìelria analilica , la disianza MP che il medesimo serba da 
un punto fisso P del piano , clic diccsi polo , e l’ angolo 
yl/Po che (al distanza forma con una retta pur fissa Po 
menala pel polo nel piano. La distanza MP suol dirsi rag- 


Essendosi detto (ao5) che la cicloide è suscettibile di applica- 
zioni importanti, non crediamo inutile il darne una descritione grafica 
per punti , la ^uale è insieme facile ed esatta oltre il bisogno ordi- 
nario. Essa deriva dalla proprietà che Tarco LM eguaglia la retta 
JVB (209) , ossia che F arco DK , contato dal vertice della cicloide 
nel cerchio generatore descritto sulFasre della medesima, è uguale 
alla retta ÀAf, che a contare dall’alno estremo di tale arco si 
prolunga fino alla cicloide. Così essendo, se nella 36 dino- 
li 0 . 1 . 9 ..... 6 la metà del cerchio generatore delia cicloide che si 
vuol descrivere , ed il vertice di mtcsia curva debba essere in o , 
avremo F estremo G' di essa prendendo sulla tangente del semicerdiio 
nel punto 6 la retta 6.6' lunga tjuanto la detta semicirconferenza. Ora 
noi possiamo determinare il punto 6' con esattezza grandissima , se non 
matematica, applicando la corda 0.9 eguale al raggio, ed abbassata 
«opra di essa la perpendicolare dal centro, prolungando questa sino ad 
incontrare in m la tangente del semicerchio in o. Allora portando sulla 
tangente nel punto 6 la 6.n tripla del raggio , avremo nella distanza 
dei punti m ed n una retta che differisce dalla semicirconferenza 
■ 0 . 1 . 9 .. .'6 meno di una diecimilesìma del raggio: come agevolmente 
ei rileva confrontando il risultato numerico del calcolo della retta mn 
col noto valore 3,i4>S9... <lella semicirconferenza di raggio i. Presa 
■dunque la retta 6. 6' eguale alla distanza mn , basterà dividere in uno 
stesso numero di parti eguali essa retta e la semicirconferenza , e per 
i punti I , 9 , 3 ,... di divisione di questa condotte le parallele alla 
base , si porteranno su di esse a contare dai medesimi punti le rette 
i.i', 9 . 9 ', 3.3',... eguali rispettivamente ad una, a due, a tre 
parti,... della retta; cd i punti 1 ', 9 ', 3',... apparterranno alla 
cicloide con approssimazione analoga a quella del punto 6'. 
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{ 'fio veiiore del punto M ^ e serre come di sua ordinala , 
addore l’ angolo MPo , o piuttosto l’arco ojj che Io misura 
sopra una circonferenza di raggio i , fa le veci di ascissa 
del medesimo punto ; ed è osservabile che queste nuove 
coordinate sono unite fra loro ad angolo retto , come le 
ordinarie. 

Supponendo che l’arco op si possa estendere da zero 
a 2v , k chiaro che dovunque il punto M si trovi nel pia* 
no, la sua posizione h individuata da un arco, siccome op^ 
contato sempre in un senso stabilito , per esempio quello 
indicato dalla freccia s ( , e dal raggio vettore PM che 
( prolungato se bisogna ) passa proprio per l’ estremo p di 
tale arco, o vero che b diretto nel senso Pp. Nulla dunque 
è più vero di questo , che in fallo di coordinate polari la 
posizione di qualunque punto isolatamente considerato, si 
può tenere deCnita da valori sempre positivi dell’arco e del 
raggio vettore, compresi di più i primi fra zero e 2«, Ciò 
nondimeno , perchè una sola cd islcssa equazione possa 
esprimere una curva qualunque , in tutta la estensione che 
le assegna la legge ond’ è generata , bisogna in generale 
ammettere non solo per l’ arco , ma bensì pel raggio vet- 
tore tutti i valori possibili , non meno positivi che nega- 
tivi {*). Adunque chiamando cd r l’arco q/i ed il cor- 
rispondente raggio vettore PM, e riguardando come posi- 
tivi i loro valori quando procedono nei sensi poco fa espres- 
si , dovranno i valori negativi di aa contarsi da o in senso 
opposto alla freccia , e i valori negativi di r contarsi dal 
polo su i raggi direttamente opposti a quelli ehc passano 
per gli estremi dei corrispondenti valori di tv , o vero nel 
senso pP. 

212. Ciò posto, riguardando il raggio vettore r rappre- 
sentato da PM come funzione del corrispondente arco <o 
espresso da op , daremo a quest’ arco l’ aumento finito pp' 


(*) Il nostro Navier col signor Biot ed altri pensano che il raggio 
vettore possa tenersi come quantità sempre positiva ; ma noi abbiamo 
in ciò seguito 1* avviso dei signori Lacroìx , de Fourej ed altri , pa- 
rendoci tali da non ammetter replica le ragioni che quest’ ultimo ad- 
duce in contrario nelle sue egregie lezioni di geometria analitica , 
cditìoDC , numeri 4^9 e 4^* 
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clic al solilo si (linolcrà con A®, o dnscrillo l’nrco circo- 
lare Mm col contro P e col raggio PM, sarà mM' il cain- 
liiamcnlo finilo Ar del raggio vcllore PM. Allora per la 
simiglianza degli archi pp' ed Mm , sarà quest’ ullimo 
espresso da rAa? , e cosi avremo 

rii’ arco Mm 
Ar M'm 

A misura clic Aas si avvicina a zero , le corde degli archi 
J//n cd jILW rotano simultaneamente intorno al punto M, 
avvicinandosi alle tangenti JIJù cd Jl/l dei medesimi archi , 
i‘d il triangolo raistilineo MmM' tende a divenire in pari 
lomjio rcUilineo , c rettangolo in m. Dunque passando al 
limile , avremo 


rtìv 

rie 


= cot. = tan . iM's! • 


Per esprimere con precisione il signiGcato geomcirico di 
qnesla formola , c per non essere indolii in errore circa il 
silo della tangcnie quando si fa astrazione dal disegno della 
curva , chianicreino posiiiva la parie Mi di essa tnngcnic 
(I i rolla , come la J/0 , nel senso MM' delle ® positive, os- 
sia quella che forma con M^ angolo acuto : c cosi potre- 
mo afTermaro che nelle curve riferite a coordinale polari 

la formola dinota la iangente trigonomelrica delFan- 

golo, che la parie positiva della tangente alla curva nel 
punto ( r , 05 ) forma col prolungamento indefinito del cor- 
rispondente raggio vettore r. 

21 3. Dopo CIÒ considerando ancora la parte posih'va Mn 
della normale alla curva , cioè quella che pur comprende 
con M^ angolo aculo, supporremo condotti pel polo i raggi 
Pm' e Pn' paralleli e diretti secondo le parti positive della 
tangente e della normale; c chiamando t c v gli archi om' 
ed on' contati dal punto o nel senso della ® relativa al 
punto yf/ , avremo l’ equazioni 

tau ( r — rr ) = — , tan ( y — y ) , 
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cloTC V — <B esprime pure l’angolo n9hi che la parie posi- 
tiva della normale forma col prolungamento indefiaìlo del 
raggio vettore. 

2i4- Nello curve riferite a coordinate polari , si chiamano 
sottangente e sunnormale le parti PT e PN della perpen- 
dicolare al raggio vettore /*/« , comprese tra il polo e la 
tangente o la normale. Dunque per le cose precedenti avre- 
mo subito , astrazion fatta dai segni , 

, c PN=t. 

dr dv> 

Queste formolo, a causa di duo positivo (io) qual differen- 
ziale della variabile indipendente , sono positive o pure ne- 
gative secondo che r cresce o decresce al crescere ai ma 
non per questo è incerto il loro sito sulla perpendicolare al 
raggio vettore , anche quando la curva non è delineata ; 

f ioiciiè dalle cose già dette si può facilmente desumere che 
a direrioiie della sottangente vuol essere simile o contraria 
a quella della secondo che sarà negativa o positiva , c 
che r opposto avrà luogo per la sunnormale : il che ò ana- 
logo a quanto si osservò nel n.° i63 circa la sottangente e 
la sunnormale delle curve riferite a coordinate rettangolari. 

21 5. Quando una curva è riferita a coordinate polari , 
si prende per area di essa il settore APM compreso tra 
questa curva , un raggio vettore fisso PA, ed il raggio vet- 
tore mobile PM. Chiamando « questo settore e, per poco, v 
il corrispondente settore circolare BPM , possiamo conside- 
rare u qual funzione di v. Allora alla differènza finita 
MPm = An di a corrisponde MPM' = , ma i settori 

circolari MPm ed Al'Pm', tra i quali è sempre compreso 
MPM' , hanno palesemente l’ unità per limile del loro rap. 

porlo ; dunque con più ragione il limile di ^ sarà i , ch’è 

quanto dire sarà ^ = i . Da un’altra parte considerando v 

come funzione di oj , all’ aumento pp' — A® di ® si à per 

Aa il settore MPm = Mm. ^ P31— ^ r^A®, c quindi il 
rapporto di Ati a A®, non che il suo limile, è costante- 
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mente - r" , cioè a dire ^ - r*. Dunque considerando u 

come funzione di avremo (24) 

(fu da dv 1 . • r I « t 

•7-=:-p.:r=s-»^, e quindi du ^ - rth. 

Questo differenziale dell’area essendo di sua natura posi* 
tivo , converrà premettergli il segno — , e scrivere 

du=s — - r’daa . 

9 

S uando il sito del raggio vettore Gsso è tale che l'area u 
ec rosee in aumentando ®. (*) 


(*) Tranne questa formola , di cui non abbiamo la equivalente in 
coordinate rettangolari , le altre del presente articolo poteansi dedurre 
dalle relazioni esistenti fra queste coordinate e le polari ; e se noi ab- 
biamo preferito di trovarle direttamente , è stato per richiamare 1’ at- 
tenzione degli allievi sui principi dd calcolo differenziale. Quindi sarà 
bene che in questa nota cerchiamo, viceversa, a desumere la formola 
che esprime au in coordinale rettangolari da quella ottenuta in coor- 
dinale polari , sia per dare un esempio di tali trasformazioni , sia per- 
chè la medesima si presenta nella Meccanica. 

Presa la retta Po per asse delle x positive, ed il punto P per ori- 
gine , le relazioni tra le coordinato polari e le rettangolari sono pa- 
Icsemenle 

r cos w = ® , r Ben «< = y . 

Quindi sommandone i quadrali , e dividendo la seconda per la prima, 
se ue deducono 1* altre due 

r*ssa;a-|.y* , e lan« , da cui «>=arc.lan - : 


come altronde era chiaro per le proprietà del triangolo rettangolo. Ora 
in virtù del n." 3S abbiamo 

d - 

’ X xJy — ydx 

» però sostituendo questi valori di r* e «f» nella espressione di du , 
avremo . 

— , — , j 

valendo il segno -l-o puro il segno — , secondo che il settore ÀPM 
cresce o diminuisce al crescere dell'angolo xPM. 
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2 i 6. Quanto all’arco della curva, esteso da un qaalt|n> 
que fisso A al punto mobile M y e che noi seguiteremo ad 
esprimere con a, avendo già (aia) osservato che il trian- 
golo mislilineo MmM' tende a divenire in pari tempo retti- 
lineo e rettangolo a misura che l’ arco pp' = A® impicco- 
lisce , potremo rtsguardarlo tale quando A® diviene w. Ma 
allora son cateti od ipotenusa di esso i valori rdm , dr , e 
ds, che prendono l’arco Mm=ir^a> , la retta M'm = ÙLr ^ 
e r arco MM' = Aa ; dunque avremo 

*=VrW+</r* e ^ = g. 


Noi riguardiamo il radicale come una quantità assoluta 
o positiva. Quindi gli si dovrà premettere il segno — , 
scrivendo 


allorchh , per la posizione del punto Osso A ^ Tarco a de- 
cresce in aumentando ®. 

217. Essendo facile il vedere che la curva è concava o 

f )ure convessa verso il polo nel punto ( r , ® I , secondo che 
’ arco T cresce o pure decresce al crescere ai ® , si potrà 
conoscere , indipendentemente dal disegno di essa , quale 
dei due casi abnia luogo mediante il segno del coelCcieale 


diflèrenziale — , che dev’ essere positivo nel primo caso é 


negativo nel secondo. Ora per trovare questo coefEciente dif 
ferenziale , partiremo dall’ equazione 

coI(t — ®) = I che segue dall’altra tao(T — ®)=:~ , 

c che si accorda meglio colla ipotesi che r si riguarda come 
funzione di ®. 

DifTcrenziando la delta equazione abbiamo (33) 


4 ') dv'/ 


da cui |=i-sca*(T— ).^(i J). 
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Ha la stessa equazione ci dà per la trigonometria 

I r* 


8en*(T—- ®)= ■. =■ 

' cosec*(T-— 4?) 

dunque 


■ I dr* , rfr* ’ 
r* rf®* 


dr 




dr^ 


r'+ 

d / 1 dr\ dui* dv y r rfv / 

• dai \r dv / , , dr* 


r*+:r- 

' dv* 


o rero , eflettuando la dlfTerenzIazionc indicata , 

. dt* d*r 

j r-r- 

at d»* </<»• 


dv 




e perciò la curva sarà concava o convessa verso il polo 
nel punto ( r , o>) , secondo che 


dr* 


d*r 


r* + 2 ^ sarà maggiore o minore di r — . 


218. Dopo ciò, osservando che dr misura qui, del pari 
che esprimeva nel n.° 192 , la diflerenza infìnitcsima uegli 
angoli che due tangenti successive della curva formano con 
una medesima retta Po, cioè a dire l’angolo esterno Ira esse 
compreso, e che dicesi angolo del contatto o di curvatura , 
potremo desumere l’espressione del raggio di curvatura in 
coordinate polari da quella di p che ivi si rinvenne in ds e dr. 
Infatti , dividendo v un per V altro i valori dianzi trovali 

per ~ e ^ , abbiamo subito 

dv dv ' 



Questa espressione del raggio di curvatura basta a deter* 
mbore il centro del cerchio osculatore , che deve trovar* 
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si (i 83 ) nella norinale e dalla parte concava della curva , 
perchè la direzione della normale , cd il senso 'verso cui è 
rivolta la concavità sono due cose note in virtù dei numeri 
2i3 , e 217. Quindi si potrebbe fare astrazione dal doppio 
segno , che presenta la medesima espressione n motivo del 
radicale ond'è affetta ; ma se per fissare le idee questo ra- 
dicale voglia riguardarsi come positivo, allora, per ciò che 
abbiamo detto nel numero precedente, il raggio ni curvatura j 
risulterà e sarà tenuto positivo o negativo , secondo che 
la concavità della curva è rivolta verso il polo o in senso 
contrario. 

Spirali. 

219. É questo il nome con che i geometri sogliono in- 
dicare le curve capaci di essere incontrate infinite volte da 
ciascuna delle rette menate per un punto fìsso , ed una o 
due volte da ciascuna delle circonferenze aventi per centro 
quel punto. La loro natura e proprietà si esprimono meglio 
in coordinate polari che rettilinee, assumendo il punto fisso 
per polo. Gli archi frapposti a due intersezioni successive 
della curva con uno stesso raggio vettore prendono il nome di 
spire, e diconsi della spirale su questo raggio vettore, le 
parti di esso comprese tra le dette intersezioni successive. 

La spirale di Archimede à per equazione 

r = a® , 

dove a esprime una retta data c positiva. Quindi la curva 
passa pel polo {.fiff. 38 ) , e se ne discosta a misura che 
cresce ® , facendo intorno ad esso infinite rivoluzioni ; e 
siccome i valori successivi di r sono proporzionali ai corri- 
spondenti valori di ® , si rende chiaro che la curva può 
concepirsi generata da un punto mobile, che a partire dal 
polo move uniformemente fungo una retta indefinita , frat- 
tanto che questa retta con moto bensì uniforme rota Intorno 
al medesimo polo. In questa maniei’a di generazione il pa- 
rametro a esprime il cammino fatto dal punto mobile, intanto 
che la retta rotante descrive l’angolo misurato da un arci> 
eguale al raggio i , ossia di gradi e minuti sessagesimali !Ì7® 18' 
circa. Cambiando a successivamente in a -f 2'ir , a -f- 4 '’^ , 
ffl -f- Gir , cc. i valori successivi che prende r differiscono 
sempre tra loro di zav : donde apparisce che il passo di 
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questa spirale su qualunque rolla menata pel polo è una 
quautilù costante, ea eguale alla circoiirerciiza die à por rag- 
gio il parametro. Quindi ponendo ìTca-A-, l’ equazione 
(Iella curva diverrà 

r = — <B , o vero 2irr = Ah , 

2 «- ■ 

introducendovi il posso in luogo del parametro. (*) 

L* equazione r—an, o pure = Aoi della curva esprime 
ancora il ramo , che nella figura è delincato a tratti , e che 
si ollione prendendo valori negativi per a' , e portando quelli 
pariinonle negativi che ne risultano per r sopra i prolunga- 
inonli dei raggi menati per gli estremi dei detti valori di « 
dall’altra parte del polo (211). 

220. L’equazione difTerenzialc di questa curva essendo 
</r = u(/x, ahhinmo subito per la soltangente di essa 

»••</« r*(/v r* rav 

dr ad*' a a ’ 

donde apparisce che questa sottangente è lunga quanto un 
arco circolare simile ad ® c di raggio r. Adunque la tan- 
gcnlo della curva nel polo è il raggio Po corrispondente 
alla o'igine delle ®, c per rapporto ad un punto qualun- 
(|iie ;t/, tagliando sulla perpendicolare indeflnila al raggio 
v(!ttoi(! PA/ dal polo , la retta PT eguale in lunghezza al- 
l’arco O.ÌJ , sarà TAI la tangente della spirale in A/. 

Se la soverchia lunghezza dell’ arco AIO rende incomoda 
questa costruzione , si reltifichcrà soltanto una parte AJm di 
<|iuH’arco , e congiunta la mP che incontra la spirale in n, 
si taglierà sulla tangente in 7 al cerchio di raggio Po la 


(*) Dall’essere in <pies(a curva ( l.i (juale si prescnla in alcuno ri- 
cerche importanti di geometria descrittiva ) i mggi vettori proporzionali 
agli ardii corris|>ond - nti , si desume che a descriverla per punti ba- 
sta dividere in uuo stesso numero n di parti eguali il passo , cd una 
ipialuiique circonferenza avente |ier centro il polo. Allor.-i portando su 
i raggi menati per lo divisioni i , 2 , Il , ec. della circonfereuza , 
{J!^. 38 ) una parlo , due parti , tre , cc. del passo, il polo e i punti 
rosi trovati ii|>p'irt<’rrniino alla prima spira della curva; ottenuta la ijnale, 
se ne dedurranno poi la seconda , la terza , cc. eou accrescere seni- 
plieemciite i raggi vettori della prima di un passo, di due passi, cc. 
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n*Ua tft lunga quanto la delta parte , e sarà Mi In rlcliii'- 
sta tangente : come fnciimente si desumo dall’ essere i raggi 
vettori Pn e PM j>n)porzionali agli archi Oin ed OM. (*) 

221. La curva che a j>er equazione 

ra? t= a , o che toma lo stesso > r s= - , 

dove a esprime una retta data e positiva , è delta spirale 
iperbolica, per la siniiglianza della sua equazione a quella 
deir iperbola riferita agli asintoti. In questa è costante il 
rettangolo delle coordinate, e nell’ altra c costante ed eguale 
ad a la lunghezza dell’ arco circolare MN {Jig. 3 g ) , che 
avendo per centro il polo, e per raggio un qualunque rag- 
gio vettore r=PM, esimile alla corrispondente ascissa cir- 
colare = Quindi a misura che cresce r, ossia che ai 
impiccolisce , il detto arco MN tenderà a cambiarsi in una 
retta eguale ad a e perpendicolare a Po, e \a curva si an- 
drà avvicinando, ossia avrà per asintoto la retta MS paral- 
lela a. Po , c distante da questa per a- D’altra jwnte cre- 
scendo impiccolisce ; onde la curva av vicinasi al polo, 
intorno al quale forma infiiiite rivoluzioni o spire. ISondi- 
mcno e.'Sa non lo raggiunge , (perchè nd ottenere che fos- 
se r=o, bisognerebbe dare allarco r un valore infinito. 

Aiicbe questa spirale si può riguardare ( come quella di 
Archimede ) formata di due rami che tendono a congiun- 
gerei 1 ’ uno all’ altro nel polo , e il secondo dei quali cor- 
risponde ai valori negativi di oj ed r. 


(*) Qiiaiilo lui l’ifrllujit: iipppi s^iniallvaimnilc la roUificazioue sia 
dell’ arco MO sia dell’arco Mm , vi si riesce con esnUe/ta siijicriure 
all’ ordinaria perché i medesimi sono circolari, c quindi culla scinpiicn 
loro bisezione, successi vainen lo ripclula, si ai riva (usto o lardi ad una 
toro aliquota, piccola qiinnlo basta per esser tenuta rettilinea. Riguardo 
|K)i ai punti 1 , a , 3 , ce. della curva, che sono serviti (coin’è detto 
nella nota precedente ) alla di lei grafica descrizione , non è difTicile 
il dimostrare che converlit.i in retta la circonfcreiiza avente per roggio 
il passo (giovandosi della nula del n." 210 ) , e presa di tal retta la 

parte indicata dalla frazione L ^ i,, sottaogentì relative ni punti 1 , 9 , 

3 , cc. della spirale contengono i , 4> 9 > «v. di tali parti. 
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222 . Con somma facillà si applica la tangente a questa 
curva in un suo punto qualunque , poiché la soUmtgetìie 
della curva è costante. Infatti differenziandone Tequazìo* 
ne si à 

rda> + oidr = o , donde = — m = — o. (•) 

223. La spirale logaritmica , curva notevolissima le cui 
proprietà sono state studiate da Giacomo Bemouìlli , à per 
equazione numerica 

<v = log.r, o pure r-=.à°, o in fine r =6^“ , 

dove a esprime la base del sistema dei logaritmi notati nella 

f riina forma di equazione, e si suppone maggiore dell’unità. 

I valore Po di r , (^Jig.l^o ) che cornsponde ad (e=o, c uguale 
all’ unità ; e così o è un punto della curva. Crescendo poi 
® positivamente a partir da zero, cresce bensì r, e perciò 


(*) A descrivere questa curva per punii basta Irovame anche un solo 
nicdianlo I’ ascissa c il raggio vettore corrispondente , poiché allora ad 
altre ascisse maggiori o' minori della prima in un rapporto che le ren- 
da gcomclricamciile assegnabili, corrisponderanno in rapporto inverso 
raggi vettori minori o maggiori di quello da prima trovato. Ora il detto 
punto esser potrebbe quello pel quale 05=1 = 5 ’]" 18', ed r=o; o forse 

meglio, quello per cui * = , ed r = ^ , retta che si costruisce rettifi- 
cando ( nota del n.° 210 ) una semicirconferenza qualunque , e poi 
trovando ima quarta proporzionale in ordine a questa semicirconferenza, 
al corrispondente raggio , c ad a. 

Uel resto , trovato che siasi un punto della spirale iperbolica , c 
quindi la tangente che gli corrisponde , si può anche più speditamente 
(benché con minore esattezza) dedurne a mano a mano la curva, mettendo 
a profitto la proprict.i di avere la sottangente costante. In fatti, riguar- 
dando come cicmaito della curva un piccolo tratto della tangente preso 
dall’ una o dall’ altra parte del contatto , si può far conto di avere 
nell’ altro estremo di esso tratto un secondo punto della curva. Dunque 
in simil modo si troverà la tangente che corrisponde a questo secondo 
punto; cd nn piccolo tratto di essa, preso dal contatto, fornirà un se- 
condo elemento della curva , 0 cosi via-via. Questa maniera di costru- 
zione , di cui ordinariamente si può essere soddisfatto , vale , com' é 
chiaro , per tutte le curve alle quali si può applicare con faciltà la 
tangente ; c sarebbe proprio la stessa nella logaritmica, che à pure la 
sottangente costante (170). 
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la curva a partire da o forma intorno al polo ima inlìnilA 
dt rivoluzioni sempre più allontanandosi da quel punto. Per 
contrario, quando a cresce negativamente a partire da zero, 
r diminuisce di più in più , e quindi la curva forala egual- 
mente , partendo da o ed avvicinandosi progressivamente al 
polo , inlinile rivoluzioni intorno a questo punto cui mai 
non raggiunge. 

224- L’equazione 



dà (58), 


d*r /a. a 


Quindi il valore di tan(T — as), trovato nel n.“2i3, darà 
per la tangente trigonometrica dell’angolo compreso tra la 
tangente della curva ed il raggio vettore , 


, . rdv I 

U.n(r-.) = — = ^: 


donde apparisce che nella spirale logaritmica /’ angolo 
compreso dal raggio vettore e dalla curva è costante , 
ed à per tangente trigonometrica il modulo (112) dei loga- 
ritmi dei raggi vettori , denotati dalle ascisse della curva. (*) 

220. La sostituzione dei valori di r, , e ncirespres- 

’ dv ’ </v« ' 


sione di p trovata nel n." 218, ci dà 


(-*£)* 


^-3 ^^ = rVi + (/a)’‘ = rcosec(T-<i') , 




(*) Da quanto è detto in Gnc delta nota precedente si terrà facilis- 
sima la maniera di dedurre gli elementi successivi della spirale loga- 
ritmica dalla tangente di essa in o. Nondimeno , per averne dei punti 
meglio determinati basterà trovar quello che corrisponde ad r=o, 
ed M = i : (miebe allora, in virtù dell’ equazione »• = «■“, ai valori 
a , 3 , 4 ) cc. di (c, corrisponderanno valori di r continuamente propor- 
zionali in ordine a Po e PA—a ; ed ai valori— i , — 2 , — 3 , cc. 
di , corrisponderanno valori di r continuamente proporvionali in or- 
dine a PA c Po. 
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j)cr essere 

^ = lati (t — a?) , donde /a=col (t — a ) , e \/ 1 + (/o)*=cosec(r — <») , 

Ma condìiccndo per Jf/ e le jierpendicolari alla langenlc 
ed al raggio veltore sino ad incontrarsi in pt j è pure 

= PM sec . PMiJ. = r cosec ( t — aj ) , 

dunque il raggio di curvatura Mn della spirale logaril- 
mica è guanto la normale di questa curva in M. 

236. Quanlo alla evoluta della spirale , osservando che pc 
ne dinota un punto, c che in questo debb’ essere toccala 
da M\t. (196), se ne deduce bentosto che l' evoluta della 
spirale logaritmica è un' altra spirale logaritmica eguale 
alla prima e diversamente posta. Iii falli si vede che l’an- 
golo P;mM compreso Ira l’evoluLi ed il suo raggio veltore P^ 
è uguale all’ angolo PJh , e però costante al pari di que- 
sto : ciò che caratterizza la spirale logaritmica (*). 

XIX. Punti singolari delle curve piane. 

227. Ordinariamente diconsi punti singolari di una curva 
quelli che presentano qualche sensibile particolarità , sia ri- 
guardo alla forma o natura della curva , sia riguardo alla 
sua posizione per rapporto agli assi coordinali. 

L’ordinata di una curva in un punto non singolare ap- 
partiene ad un ramo solo di essa (esprimibile se non espresso 
nel fallo da una funzione individuala di j- ) , ed c maggiore 
di quelle che immediatamcnic la precedono , e minore di 
quelle che immediatamente la seguono, o viceversa. Lo stesso 


(*) Chiainmido ^ ed le coordinate polari o« e del punto p , 
è facilissimo cspriiiiore « ed r in il od li , perche « ed il diiforiscoiio 
di un «jiiadranle , ed abbiamo la forinola che dinota /V- Basterà dui:- 
(|iu! sostituire tali espressioni di w ed r neire(|iiazione della spirale pro- 
posta per aver l’ equazione della stia evoluta, la quale eqiiuzionc si 
può scrivere agevolmente sotto forma tale da lendere manifesto , che 
questa evoluta è la stessa spirale, nella posizioue che assume rotando 


intorno al polo di un angolo misuralo da 


«■ Ua 

a la 
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à luogo in quanto alla inclinazione della curva ad una retta 
(Issa, clic supporremo essere l’asse delle or , c in quanto 
alla sua curvatura. Dunque 

1 . " cercando i massimi c i minimi valori dell’ordina- 
ta (i 33)^ si avranno i cosi detti punti //mi//' della curva nel 
senso dell’ asse delle y, i quali nell’ ordinaria posizione di 
quest’asse dinotano i punti di massima o minima altezza. 
E similmente , cercando i massimi e minimi valori della x 
considerata come funzione della y , si avrebbero i punti li- 
mili della curva nel senso delle x, e die polrebljero dirsi 
punti di massima o minima ampiezza. Cosi per esempio, 
il punto {a,b) della curva espressa dall’ equazione 

y — b = o{x — àr, (i) 

è un limito di essa nel senso delle y quando responente m 
è un numero positivo pari , o di numeratore pari. Esso cor- 
ris|K)nde al punto 0 delle lìg. i3 e la. 

2 . “ cercando i massimi e minimi valori del coefficiente 


differenziale di primo ordine ^ , 


si ottengono i punti dove 


la curva à la massima o la minima inclinazione ziti’ asse 
delle X , e che vanno sotto il nome di punti d’ inflessione^ 
o A\ flesso contrario, perchè in essi la curva piega realmente 
in senso contrario ed intersega la propria tangente. Il punto 
{a,b) dell’ equazione (i) appartiene a questa specie, ed è 
analogo all’origine delle coordinate delle fig. i4- e i6, quando 
r esponente positivo m è un numero dispari , o di numera- 
tore e denominatore dispari. E ne abbiamo un altro esempio 
nei punti M {fig. 2 / ) della curva considerata nel n.“ 65. 

3.® finalmente cercando i massimi e i minimi del raggio 
del cerchio osculatore , si ottengono i punti dove la curva- 
tura è la meno o la più risentita. Questi nelle curve alge- 
briche soglion dirsi vertici, e generalmente le normali ap- 
plicale in essi dividono la curva in parti eguali e simili , 
e sono le rette che d’ ordinario dicorisi assi delle curve ; 
ma ciò non sempre accade nelle curve trascendenti , come 
bentosto vedremo in un esempio. (*) Chiamando per brevità p,q 


(*) I punti dove la curvatura c iu grado di mniisimo o di iniiiiin*’ 
ordinario, bcnza che la Dormalo sia un anse potrebbero dirsi vmbiiici, 
a iiiolivo clic il differenziale del raggio di curvatura è in essi nullo , 
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r ,» , i coeEBcicnti differenziaFi di primo, di secondo, di terzo 
e di (fuarto ordine dell’ ordinata , la forraola del raggio di 
curvatura (i8o) diviene 

(| -+-/»*)• 

f- y • 

e quindi l’equazione da combinare con quella della curva per 
la ricerca dei massimi e minimi ordinari di quel raggio può 
essere ugualmente 

Zpq' — {!+/)• )r = o, o pure y = oo ; (A) 

ma nel caso (più ovvio) della prima, il segno del coefficiente 
differenziale di secondo ordine di p, da cui dipende (i 3 i) la 
distinzione del massimo dai minimo , torna lo stesso che il 
segno di 

7(3y* + 4^r)— (!+/>>, odi (i 7(3/ + 4 ./>r), 

secondo che quello di y ò il + , o il — . 

228. É chiaro per altro dalla stessa forma di p che quando 
il valore di p è finito , un valore infinito di q dà per p 
un- valor nullo, e <|uindi annunzia una curvatura infini- 
ta ; ed un valore nullo di q somministra un valore infinito 
di p , e quindi è indizio di una curvatura nulla. Quando 
{)oi sono infiniti nel tempo stesso p a q , il valore di p si 
presenta da prima come indeterminato, ma in generale può 
determinarsi per la regola data nel 11. “ 100. 

Prendiamo ad esempio la logaritmica espressa dall’equa- 
zione y = log a: , c rappresentata dalla fig. tg. Avremo 


m m am 6m 



dove rn esprime per brevità il modulo del sistema. Quindi sarà 


p = . 


( w* -t- X* )t 


mx 


c |«'rò la rurvaliira può leiiersi coglantc nella eslenpìonc di un arco 
iiiiiiiino preso da ninlic le parli di essi: proprìtlà aUallo simile a nuclla 
di che godono gli wnbitU-i delle su]H3rticie curve , come a suo luogo 
ve<lremo. 
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a^razìon fatta dal segno ; ed eguagliando a zero il coeOi- 
cìeute differenziale di questa formola , cavalo da essa imme- 
diatamente o pure colla prima dell' equazioni (A) , avremo 


X = Questo valore di x corrisponde ad un minimo di 
K » 


p , perchè la seconda delle forinole precedenti , alla quale 
si dee ricorrere nel caso nostro { ammeno che non si voglia 
far capo direllnmenle dal coelliciente differenziale di secoudo 
ordine di p diviene positiva colla sostituzione dei notati va- 
lori di p,g,r,s. 

La seconda dell' equazioni (A) ci dà nell' esempio attuale 
,r = o , e quindi p = oo ; ma questo non è un massimo 
propriamente detto. È chiaro peraltro che si riferisce al punto 
inRnilamente lontano, dove la curva coincide coirasintofo ( 63 ), 
e dove in conseguenza à come questo ona curvatura nulla. 

229. È anche singolare un punto di una curva 

1. * quando le coordinale di esso rendono soddisfalla 
r equazione della curva, senza che alcun ramo di questa passi 
per quel punto , il quale dicesi per ciò punto isolalo : e 
tale i>er esempio è l'origine delle coordinale nella curva 
espressa dall' equazione ay* = x'{x — ò) ,Jtg. 4-i- 

2. ” quando per l'opposto due o più rami della curva 
passano jier quel punto , sia inlersegandosi fra loro , sia toc- 
candosi. II punto m quistione dicesi allora multiplo o mol- 
tiptice , e in particolare cliiamasi doppio {Jig. 29 ), triplo 
\^g- 4-2 ) > quadruplo , ec. secondo il numero dei rami che 
s^ intersegano o si toccano senza quivi arrestarsi; ma quando 
i rami sono due soli e si toccano, senza però prolungarsi da 
tutte due le parli del contatto , il punto diccsi di regresso^ 
e propriamente di prima specie se prendono in mezzo la 
tangente comune ( ‘fig. 32 , 33 , 34 , 35 ) , e di seconda 
specie se giacciono da un lato stesso di questa tangente 

Kfig; -i3)- 

Nolle curve algebriche è un carattere comune di lutti que- 
sti punti singolari, die supponendo intera c razionale l'equa- 
zione f{T.y) = o delle curve, le coordinate di tali punti ueb- 
bono verificare l' equazioni 


•if «ir 


28 


b) C T'ngli 


(2.S) 

Difatti , supponendo da prima che M {fig. 4i b 4-3) sia un 
punto isolato, o di regresso, è visibile che per esso possono 
condursi infinite rette, tali che nelle vicinanze del punto, ed 
almeno da um parte di ciascuna iella , non v’ ahliia punti 
della curva proposta. Ora supponendo che PMQ sia una 
qualunque di lali rette, è facile provare che la funzione 
per lutti i punti come P ti Q Ai questa , vicinissimi ed in 
parli opposte di M , deve prendere valori effeltivi e di un 
medesimo segno. Olfatti, supponendo uniti i punti P e Q 
con una curva algebrica e continua PmQ, la quale nè con- 
tenga il punto JU nò incontri la curva proposta , c consi- 
derando I valori della funzione per tulli i punti di questa 
nuova curva , i due che corrispondono a P e Q non po- 
trebbero avere segni opposti senza esser nullo alcuno dei valori 
iniermcdì : ciò nasce da che la funzione si è supposta essere 
intera e razionale , e quindi è lecito supporre die si muti in 
una funzione anche intera e razionale della sola x o della 
sola y mediante 1’ equazione della curva PmQ , che può 
supporsi essere di natura parabolica , ailinchè y sia una 
funzione intera e razionale ai a: , o viceversa. Ma per ipolesi 
la funzione f(x,y) non è nulla che per la curva propo- 
sta c pel punto M -, dunque avrà valori di segni simili pei 
punti P c Q. 

Cosi essendo , possiamo avere in conto di un massimo o 
di un minimo il valor nullo che la funzione f(x,y) assume 
in M, paragonato a quelli che assume negli altri punti vi- 
cinissimi ad Me presi nella stessa retta PQ , la cui posi- 
zione è d'altronde indeterminata : di' è quanto dire, le coor- 
dinale del punto M debbono ad un tempo rendere la fun- 
ziono f{x.y) un massimo o pure un minimo, e soddisfare 
r equazione y = ax-\-b, dove a e b sono costanti ma in- 
determinate. Dunque sussisteranno insieme (i43) l’ equazioni 

^t/T+^rfy=o, e dy = adx, 
dalle quali risulla 


del pari che la retta 


e dovendo a rimanere indeterminata 
PMQ, dovranno essere parlitamente 
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tix 


df 

/ =®- 
(in 


0 


(•) Essendosi detto nella nota del n.® i3i che una funzione può di- 
venire un massimo , od un minimo senza esser nullo il suo cocm lente 
differenziale , la conseguenza per noi qui dedotta non è necessariamente 
vera se non perchè la funzione f\x,y) essendo intera e razionale , tali 
ancor sono i di lei coefficienti parziali , onde 1’ ordinata e questi coeffi- 
cienti sono continui nelle vicinanze del punto M, Non recherà dunque 
maraviglia il vedere che questi medesimi coefficienti non sono altriinenle 
nulli pel punto (ar=o,y=o) delle curve espresse per l' equazioni 

y — X log ar = o , y — x are . tan - = o , 

X 


e rappresentate nelle 44 ^ 4^ i sebbene per tal punto si possano 
condurre infinite rette condizionate come la PMQ delle 4i e 4.(. 
Difatti nella prima non è continua l’ordinata y==f log x, che di reale 
diviene immaginaria passando la x dallo stato positivo al negativo; e 
non lo è nella secouda il coefficiente parziale 


df X 

dx i-f-x» 


arc.tan — 

X 


1 


il quale diviene , o pure — - nel limite x=o, secondo che Fascis- 


sa X converge veno lo zero diminuendo in senso positivo o pure in 
senso negativo. Nel primo caso il punto Af {Jìg. 44 ) , dove la curva 
avendo un ramo solo si arresta ad un tratto , diccsi punto di arresto 
o di rottura ; e nel secondo (^Jig. 45 ) si dice punto saliente per la 
forma che la curva affetta in esso. 

Del resto la singolarità che più sorprende , e che sembra avere del 
parados.so è quella dei punti dove la posizione della tangente è inde- 
terminata : come , a ragion di esempio , si verifica per la origine delle 
coordinale nella curva espressa per 1’ equazione ° 

1 

»=x sen -. 

X 

Nondimeno riflettendo che il silo di un altro punto iefìnitamente vicino 
alla origine è parimente indeterminato ( perchè ad ottenerlo converrebbe 
supporre infinitesimo il valore di x , ed allora divenendo infinito l’arco 
risulterebbe indeterminalo il suo seno ) non recherà maraviglia che sia 
pure indeterminata la posizione della retta che unirebbe i due punti 
ossia la tangente nel punto stesso di origine. ’ 

Questi punti singolari delle curve trascendenti non possono determi- 
narsi che mediante una discussione speciale, ed appropriala alla natura 
delle funzioni trascendenti che entrano nelle loro equazioni. 
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Sia ora M {Jig. 29 , 42 ) un qualsiroglia punto multiplo. 
Il coelEciente difierenzialc avrà per le coordinate dì esso 


diversi valori , siccome la curva avrà diverse tangenti relative 
ai rami che ivi s’incontrano; e se anche questi diversi rami 
siano fra loro in contatto di primo ordine , sarà lo stesso 


il valore di ^ ma non quello di ^ , del pari che sareb- 


dx* 


he lo stesso il valore di ma non quello di ^ 


80 il 


contatto fosse di secondo ordine , c cosi di seguito. Ma es- 
sendo razionale , per ipotesi , 1* equazione 

f{x,y) = o, 

le derivate successive di essa 


dx dy dx 


O , 


(i) 


^4. 4- = o 

dx* dxdy dx dy* dx*^ dy dx* ’ 


dif 3rf»/ dy 3rfy ^ rfy dyZ I 

dx^ dx*dy dx ' dxdy* dx* dy^ dx^ f ^ 

.1. I ^ ^ ( 

dxdy dx* dy* dx dx* dy dx^ ) 
saranno bensì razionali, e quindi non potranno dare che un 


1 t ^*y ^^y 

sol valore per — , o per — , o per ^ , 


ec: dunque bisogna 


ammettere che le coordinale del punto 31 , dove s’incontrano 

df df 

più rami distinti, rendano ^=0, c quindi anche ^=0, 
acciò non ripugni che s’abbiano più valori distìnti per 

dy d*u 

o per^, o per^, cc. 
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s3o. Dopo ciò è chiaro che la ricerca dei punti isolati , 
o di regresso , o moltiplici deve cominciarsi risolvendo due 
qualunque delle (re equazioni 


f(x,y) = o 




(A) 


e verificando prima di andar olire se i valori così ottenuti 
per X e y, che noi denoteremo con a c b, rendano soddisfalla 
la terza equazione. Allora simponcndo ridotta l’equazione 
della curva alla forma y = x{x ) , possiamo affermare 
I. Che il punto {a, 6) è isolato quando F(a — 4), e 
F(a+h) sono immaginarie da 4 = o sino ad un altro 
valore qualunque, e poi tutte due od una sola tornano reali. 
Ciò d’ordinario si rende palese da che l’equazione 


i - n 

ilx* dxdy dx dy* dx* ’ 


( 2 ) 


cui si riduce la derivata di secondo ordine , dà valori im- 
maginari per ^ ; ma è chiaro che potrebbero in vece es- 

sere immaginari i valori di — , o di altro coefficiente dif- 

dx^ 


ferenziale consecutivo. Possono servire di esempio le curve 
indicale dall’ equazioni 

ay' — x^ bx' = o , {Jig. 4T);y* — a-*(ar— i) = o, 

nelle quali è un punto isolato l’ orìgine delle coordinale (*). 

II. Che quando il punto ( a , ò) è un regresso di prima 
specie, sì verificano ad un tempo queste circostanze: i.” le 
espressioni F (a — 4) e F {a h) prendono ciascuna un 


(*) 1 puDti isulati delle curve algebriche sono anche delti eonjuyati, 
da che se ne può attribuire la origine allo svanimento della parte im- 
maginaria in due espressioni immaginarie e ronjugate di y in x. Difetti 
supponendo essere y <p (x) queste due espressioni, « 

chiamando a una delle radici reali dell’ equazione |(a') = o , è chiaro 
che il punto che à per coordinate a e <p (a) apparterrà alla curva in 
quanto a verificarne l' equazione, senza però giacere sul di lei perimetro. 


Digitized by Google 



( 228 ) 


valor reala , come nei punti v e v' della fìg. 32 ; o pure 
uua è immaginaria e r altra duplice reale , come nei pun- 
ti ,a e !*' delle figure 33 e 34; 2 .“ il coefficiente difierenziale 
di primo ordine à almeno due valori reali ed eguali, onde 
se sussiste l' equazione ( 2 ) che li determina , dovrà essere 
soddisfatta quest’ altra 


\ t/rc/y ) </x* rfy* ’ 


(B) 


che segue necessariamente da tale eguaglianza i 3.° il coef- 
ficiente differenziale di secondo ordine , il quale per le dette 
due ordinate reali à segni simili o contrari (55) secondo che 
si verifica l’uno o l’altro dei notati casi, è poi in gene- 
rale infinito , e qualche volta zero nel punto (a , 6 ). Di- 
fatti osservando (fy. 46) che per ogni ascissa pochissimo 
differente da a, talora in più talora in meno, il coefficiente 
differenziale di primo ordine à due valori , uno poco mag- 
giore e r altro poco minore di quello che è nel punto (a , &), 
si arguisce facilmente che una curva la quale per le ascisse 
medesime della proposta avesse come ordinate 1 valori dei 
coefficiente differenziale di questa , presenterebbe nel punto 
di ascissa a la sua tangente perpendicolare all’ asse delle x 
come nella 4y , ammeno che questo punto non fosse per 
ac -idenle esso medesimo un regresso di prima specie con tan- 
gente parallela all’ asse delle x. Dunque il coefficiente diffe- 
renziale di secondo ordine , il quale esprime la tangente tri- 
gonoinelrica della inclinazione della nuova curva in quei 
punto all’ asse delle x, in generale sarà infinito, ed acci- 
dcnlalinentc potrà esser nullo. 

Noteremo come esempi l’ equazioni 


= , ( 2 y+ T+ar)*==4(i~-ar)s, 

e si ritroverà facilmente che le curve indicate da esse hanno 
per punti di regresso di prima specie quelli di cui sono 
coorclinatc *,»-p/3;ed i, — 1 . 

Jll. Che quando il punto {a , ò) è un regresso di seconda 
specie, hanno luogo queste circostanze: i .* una delie espres- 
sioni /■’ (a — A) , /’( <7 + A ) è immaginaria, e l’altra du- 
plice reale , 2 .® ii coellicienle differenziale di primo ordine 
a pure , come dianzi , due valori eguali , e con ciò sussiste 
re(|unzioue (B). Ma siccome nella nuova curva teste moti- 
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Vaia, il punto che corrisponde al regresso può risultare esso 
medesimo un regresso ai prima o di seconda specie , cosi 
non saprebbesi assegnare di una maniera generale quale or- 
dine di coefficiente differenziale debba essere necessariamente 
nullo o inUnito; e bisogna contentarsi di notare che il coeffi- 
ciente differenziale di secondo ordino deve prendere valori 
di un medesimo segno per le due ordinate reali su men- 
zionate. 

Cosi nella curva espressa per l’equazione 


e rappresentala dalla fig. 43 , si trova per punto di regresso 
di seconda specie quello che à per coordinale t=o, ed y=\ , 
IV. In fine, che per un punto doppio propriamente dello, 
i.° i valori reali del coefficiente differenziale di primo ordine 
sono almeno due , e perciò restano generalmente determinati 
mediante l’equazione ( 2 ) ; 2 .° per valori almeno piccolissimi 
di h corrispondono ordinate reali alle ascisse a -{-a ed a — 4, 
o pure corrispondono ascisse reali alle ordinate ^ + 4 , e b — 4 . 

Similmente per \xa punto triplo i.“ i valori reali del primo 
coefficiente difTerenziale sono almeno tre , ond’ è che in ge- 
nerale restano soddisfatte anche l’ equazioni 

dx* 


dxdtj 

serve a determinarli la 


= 0 


d'f _ 

dy- - 


terza dciivala 


(C) 

che si riduce alla 


seguente equazione di terzo grado per rapporto 



^ , 3</y ^ 3</y dy* ^ 

dx^ dx^dy dx dxdy* dx* dy^ rfjr* ^ * 


la quale non deve avere una radice reale e duo immagina- 
rie ; 2 .“ devesi anche verificare la seconda condizione dei 
punti doppi. 

Allo stesso modo si renderebbero manifeste le condizioni 
che debbonsi verificare nel caso di un punto quadruplo o 
di un ordine più allo di moltiplicità. ’ 

Qui è bene osservare che quando nella ricerca dello 
quattro specie di punti singolari considerati in questo nu- 
mero , si opera immediatamente sull’ equazioni delle curvo 
anzi che ricorrere allo formole su notate , si potrà in "oiie' 
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rale nelle difTerenziazioni successive alia prima riguardare 
ugualmente come costanti dx e dy, per così risparmiarsi la 
pena di scrivere i termini moltiplicali per cTy,d^y , ec. che 
poscia converrebbe sopprimere in virtù dell’ equazioni comu* 
ni ai detti punti singolari. 

23i. In fìnc , riassumendo il tutto, si otterranno le co- 
ordinate dei punti singolari delle curve , cercando in quali 
casi i cocQlcienti diflercnziali divengono nulli, o infiniti, o 

della forma indeterminata . Ma per assegnare dopo ciò la 

specie del punto, converrà, generalmente parlando, esami- 
nare quanti rami della curva s’ incontrano in esso , ed il 
senso nel quale ciascuno volge la sua concavità. Questo im- 
porla che si trovino i valori reali dei coeflicienti differen- 
ziali del primo e del secondo ordine : gli uni sono determi- 
nati per la prima equazione derivata che sussiste dopo quella 
di primo ordine , e trovati essi restano poscia determinali 
gli altri dalla prima delle susseguenti derivate che pur sus- 
siste nel sostituirvi i valori a e b delle coordinate , e quelli 
dei coefficienti di primo ordine fallisi già noti. E supponen- 
do esser m il numero dei primi , ed n quello dei secondi , 
il minore di questi numeri esprimerà quanti rumi della curva 
possono incontrarsi nel punto {a , b). L’imbarazzo che po- 
trebbe cagionare l’essere infiniti uno o più valori del primo 
coefficiente differenziale , si può eludere cambiando la di- 
rezione degli assi coordinati ; ma in quanto alla discussione 
dei valori ili F [a±h) nessun vantaggio polrebbesi trarre 
dalla serie di Taylor , la quale pei valori di x corrispon- 
denti ai punti singolari ò ordinariamente in difetto. 

Togliendo ad esempi le curve espresse per l’ equazioni 

y^—Zx7j-\-x^=o,fg.ì^ ; {x'-^y')' = a'(x'—y').Jìy. 48; 

f 2 a— x)y*=a:^ Jìg-i^ ; y^+x^— 2 ay^-\- 2 bx'y=o,Jig. 1^2 ; 

yi -|- 2 x*y* -f- x^ — 6axy' — 2 ax^ + 2 a'x' = o , 

si troverà che l’origine delle coordinale è un punto doppio 
(Iella prima e della seconda , le quali ordiuariamente dieonsi 
foglia di Cartesio, e lemniscata di Ciac. Uernouilli ; un 
regresso di prima specie della terza , che è la cissoide di 
Diocle ; ed un punto triplo della quarta. ISell’ ultima poi la 
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órìgìne , ed il punto ( 7 se a , y =: o ) sono amendue punti 
doppi ; ma in questa curva per conoscer meglio l’ andamento 
dei rami nella origine , sarà bene cambiare a: in y , e vi' 
ceversa , acciò il coclBciente differenziale di primo ordine 
si trovi finito. Per tal modo la di lei equazione diviene 

y^-\r 2x*y*+ — &ax*y — 2cy*+ 2o*y*= o , So. 

Vi è anche a cercare in tali curve i punti di massima o di 
minima curvatura, e la cissoide ammette bensì un asintoto, 
che può determinarsi col metodo esposto nel n.” 172 (*). 


(*) Nella ricerca dei puoi! singolari potendo esser utile , se non ne- 
cessario , il conoscere un certo numero di altri punti della curra, gio- 
verà , uscendo dal consueto , mettere a profitto qualche eircostansa par- 
ticolare che presenta V equazione , aOInc di rendere più agevole la co- 
struzione di quest’ altri punti. Così nella piupparte degli esempi addotti 
in questo articolo, e segnatamente nei cinque ultimi, l’ equazioni dellq 
curve essendo scevre di termini costanti , si fa chiaro che ponendo 
y=s/x , r equazioni risultanti in ar e / saranno divisibili almeno pera;; 
e quindi si potranno esprimere tr ed y in / più semplicemente che non 
sarebbe l’esprimere y in a; , o viceversa. Dopo ciò , aUribuendo a / 
dei valori numerici positivi o negativi , ciascuno di essi produrrà la co^ 
noscenza dei corrispondenti valori di x e y,.e quella per conseguente 
di uno o più punti della curva. Generalmente, lo esprimere le coordi- 
nale di una curva in fnnzbni di una terza variabile , è un ripiego di 
analisi che trovasi utilissimo , e sovente necessario , in varie ed im? 
portanti applicazioni. 

29 


Digitized by Google 




(*) Noi supponghiamo che «i conoscano i primi principi di qu«sU 
parie deite inatemaliche : e possono bastare quelli che si contengono 
nell’Appendice al trattato tkmtntart di trigonometria ec, del signor 
Lacroix« 
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Ma a misura che Aa? aYTicinasi a zero i rapporti — e — si 

* AXI 4x 

avvicinano ai limiti ^ e ^ , cioè a dire ai coefficienti 
ax ax 

difTerenzInli delle funzioni y=f(T), e z — F{x), le quali 
esprimono le ordinate delle prnjeziuni della enrva sui piani 
delle xy e delle xz ; dunque chiamando » , /3 , e y gli an- 
goli che han luogo nel limite , essi saranno determinati , 
ed avranno per coseni 

1 . dx 

COS « = - — , COS ,3 = 




^ ^ dx* 




eo8 y = 


dx 


]/ > + ^ + 5^ 


rfy* 

dx* 


dj. 

dx* 


Queste forniole, dove per ^ e si debbono sostituire r 

loro valori desunti dall’ equazioni y=f{x), e z — F {x) 
si riferiscono all’ una o all’ altra delle parti in che la tam 
gente ìndcGuita rimane divisa nel contatto , secondo che il 
radicale si riguarda come positivo o come negativo. Quindi 
se per Gssare le idee io siipponghianio positivo , gli an- 
goli a , /3 , y si rapporteranno a quella parte della tangente 
che forma angolo acuto coll’asse delle x positive, ed «sarà 
propriamente i inclinazione della tangente con quest’asse. 

233. Quando x,y,z si riguardano come funzioni di 
un.’altra variabile , le formolo dei coseni sono 


dx 


eos « 




\x* ■ 


dy* 
COS y = 


-rfs* 


COS /3 = 




\J dx* Uy* <i%* 


Vrfx* -+- rfy* -H rfs' 
e SO vuoisi che « esprima l'angolo acuto anzidetto, roiuicn' 
prendere il linlicnle con segno simile a qiiellò di dx. 
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2'34- Tornando ali' ipotesi che la Tariabile indipendente 
sia X , le prnjezioni sut piani delle xy ed xz di una retta 
menata pei punto (x , y , z) sono espresse generaloicnte 
, dall’ equazioni - 

y'~ y = m{x‘ — x), 2 ' — z = n { x' — x) , 
dove supponghiamo che x', y', z' dinotino le coordinate va- 
riabili da punto a punto (*), e altronde sappiamo che m ed n 
esprìmono i rapporti dei coseni degli angoli che la retta for- 
ma cogli assi delle y c delle z al coseno dell’ angolo cbe 
forma coll’asse delle x. Quindi una tal retta sarà la tan- 
gente della curva nel punto {x ,y , z) di questa , se for- 
merà cogli assi quei medesimi angoli cbe abbiamo trovali 
per la tangente, cioè a dire se avranno luogo rc*quazioni 

cos /3 di/ cos y dz 

cos « da ’ cos a dx 

Adunque l’ equazioni della tangente sono 

= s'-'a = J (T) 

e per esse e ciò che abbiam trovato nel n.** i54., si rende 
manifesto cbe le prpjezioni della tangente di una eterva 
esiatente nello apazio , aono tangenti alle projezioni delta 
medeaima curva ; rìsulfamento notevolissimo , e che potreb- 
besi con faciltà dedurre dalla natura stessa delle projezioni. 

a35. Si dice che lin piano è tangente di una curva in 
un punto di questa , se passa per la tangente applicala nel 
medesimo punto. Da ciò segue che per un punto dato in una 
curva qualunque , possono condursi infiniti piani tangenti 


(*) In quelle applicazioni alle curve ed alle superficie curve , che 
ai riferiscono ad un punto qualunque di questi luoghi geometrici , è ia 
verità più conveniente e più coaiotio lasciar espresse le coordinate di 
detto punto coi timholi x , t/ , z , contenuti nell’ equazioni dei mede- 
simi luoghi, che non è il dinotarli con altri simboli, come z'. 

Perciò d'ora innanzi esprimeremo in vece con quest' ultimi le coordi- 
nate variabili di quegli altri luoghi geometrici relativi al punto (x,y, z), 
che si prenderanno a considerare. Siamo dolenti di non aver tenuto 
finora questo modo , che permette ancora di curar meglio la corrciiuuc 
tipogranca. 
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alla medesima; e quindi è lecUo cei-car quello-, che passi 
bensì per un altro punto dato , o che sia parallelo ad una 
rella dnla, o che s’ inclini soUo un dato angolo ad un al- 
tro piano dato , ec. Quando poi non è dato il punto del 
amtatio , si può cercare il piano che tocchi la curva e passi 
per una rella data , o pure che tocchi due date curve e 
passi per un punto dato: e queste ed allre^ simili^ ricerche 
si traducono facilmente io equazioni , combinando i principi 
elementari dell’ analisi applicala alle tre dimensioni colle ri- 
trovale equazioni delia tangente. 

236. Nelle curve tracciate nello spazio ogni retta perpen- 
dicolare alla tangente nel punto del contatto djeesi normale 
della curva. Queste normali sono dunque infinite, e però 
supponendo che 1’ equazioni 

, y’ — y = m{x' —x) , c Z< — z = n{x' — x) 
ne dinotino una, dovrà verificarsi 1 equazione di condizione 

• I 

la quale esprime che la retta rappresentala da quell equa- 
zioni è perpendicolare alla tangente. 

Tutte le normali di cui è parola esistono , come insegna 
la geometria , in un medesimo piano , che dicesi perciò 
piano normale della curva ; e difatti sostituendo nella re- 
cata equazione di condizione i valori di »» ed n desunti dalle 
due precedenti equazioni , si ottiene pel luogo geometrico di 
tulle le normali ? equazione 

che dinota un piano , e che polrebhesi ancora dedurre dal- 
r equazioni alla tangente , mercò la considerazione che il 
piano stesso debb’ esserle perpendicolare. 

237 . Per fare uu’ applicazione dell’ equazioni della tan- 
gente, e del piano normale, toglieremo ad esempio 1 e/mo, 
una delle curve storie {*) di maggiore importanza nelle arti. 

(•) Noi chiamiamo , come h proposto il *lg- Vnlléc e si comincia 
«d usare , curve storie quelle che ordinariaraenle diconsi curvo a t/op- 
pia eurr atura , e ciò per le ragioni che saranno addoUe iu luogo piò: 
opportuno. 
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Essa b tracciata, come la AMCNA'M ' . . . {Jig. St ) , nella 
superfìcie di un cilindro retto a base ciroolare , in modo che 
la distanza Af/n di un suo punto qualunque dalla base del 
cilindro , serba un rapporto costante al corrispondente ar> 
co Am di questa base , contato dal punto A dove la me- 
desima è intersegata dalla curva. Prendiamo per assi posi- 
tivi delle coordinate il raggio OA , l’altro OB ad esso per- 
pendicolare, e l’asse del cilindro che può dirsi ancora aste 
dell’ dica : allora chiamando R il raggio del cilindro , a 
il rapporto costante della retta 3 lm all’arco circolare mA, 
ed al solito x,y ,z\c coordinate Op, pm , mAl del punto AI, 
avremo immediatamente l’ equazioni 

ar* -|- y* = /f* , s =« . are cos a: , s=a . are scn y , 
clic ci esprimono l’elica mediante le sue projezioni sui piani del- 
le xy , delle xz, c delle yz. {*) La seconda e la terza potendo 

essere anche scritte sotto la forma z=cos —, i/ = sen — , 

è chiaro dai n.“ 66 e 67 che esse rappresentano due specie 
di sinusoidi. 

238. Chiamando / l’ angolo AOm , che si può dire con- 
tenuto del piano fisso delle zx col raggio mobile del cilin- 
dro , corrispondente al punto {x,y,z) dell’elica, le coor- 
dinate X , y , z si esprimono semplicissimamentc in funzione 
di t mediante l’ equazioni 

x = Rcost , y=z R^erxt , z = aRl , (A) 

che nella ricerca delle proprietà dell’elica rimpiazzano con 
vantaggio l' equazioni in coordinate rettangolari: come al- 
trove , meglio ancora che in questo luogo , si renderà ma- 
nifesto . 

I differenziali dell’ equazioni (A) essendo 

dx = — Rdl.seat, dy=Rdt.cosé, dz — aRdt, 


(*) È bene osservare che la prima di queste tre equazioni ed una 
sota detr altre due esprimono il sistema di due etiche, poste simmetri- 
camente per rapporto al piano delle xx o delle xy ; la seconda poi c 
ta terza esprimono soltanto quella rappresentata nella figura. In fatti 
è chiaro che i primi due sistemi di equazioni restano invariati quando 
si cambia y in — y , 0 pure a: in — a:. 
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abbinino da prima por gli angoli elio la tangente dell’elica 
forma cogli assi 

— spii t . co» / a 

cos* = - — , cos/3= — eos-y= ■ : 

V I -i- fl* V i-+-a* 

or r ultima di queste formule ci mostra evidentemente che 
t anq^olo TMm compreso dalla tangente alt' elica e dal 
lato del eilindro è costante. Inoltre dal notato valore del 
coseno di quest’ angolo , la tangente di esso risulta eguale 

ad 2 ; quindi avremo 


mT= Mm , tan TMm = ~= Ri = are . Jm , 

a 

e con ciò si rende chiaro i,® che il luogo geomelrico di 
lutti I punti analoghi a T è una sviluppante del cer- 
chio Amb ( 200 ) ; 2.“ che per avere la traccia T della 
tangente sul piano delle xy , basta prendere sul prolunga- 
mento del raggio Om , la retta mn eguale ad mM , e fare 

in I* l’angolo mi^T che abbia per tangente ^:e l'inter- 


sezione della pT con la tangente del cerchio in tn determi- 
nerà il punto T. 

23g. 1 valori di cos», cos/3, cos-y ci danno ancora per 
le projezioni della tangente dell’elica sui piani coordinati, 
o che torna lo stesso, per le tangenti alle projezioni dcU’clica, 
r equazioni 


y — y . 


lan/ ’ 


z'—z= — — {x'—x), z’—z=-^(y' — y), 

sen / ' ' ’ cos / '•' ^ ' 


la prima delle quali è rappresentata dalla tangente wT’del 
cerchio , e la seconda 0 la terza dalle rette clie unirebbero 
le projezioni dei punti M e T sul piano delle xz , o su 
quello delle yz. (*) 


1 

(*) Ordioariacoente la descrizione dell’ elica netta superficie di un ci- 
lindro dato , e quella della sua projezione sopra un piano perpendico- 
lare alla base del cilindro si fanno dipendere dal cosi detto passo del- 
r elica, che è, siccome la retta della St. la parte frapposta 
a due intersezioDÌ successive della curva con uno stesso lato del ciliu- 


24o* I valori di dx , df/,e dz scritti nel n.’ 328, so- 
stituiti ueir equazione (N) del n." 236 , ci danno 

sent.{x' — x) — cos ^ ( y' — y ) — a (z' — a ) = o , 

o vero, eliminandone sen/ e cosi mediante l’ equazioni (A) 
del 11.® 238 , 

yx‘‘—xy' — aR{z‘ — z) = o. 

Adunque ciascuna di quest’ equazioni esprime il piano nor- 
male all’ elica nel punto {x , y , z) , e (quindi se ne posso- 
no costruire le tracce colle regole conosciute. 

24.1. Rimettendoci ora sulla generalità, diremo poche pa- 
role circa gli asintoti delle curve tracciate nello spazio. Le 
loro projezioni su ciascuno dei piani coordinali, sono gene-. 
Talmente asintoti delle projezioni delle curve sui medesimi 


dro. Ora ò inaniresto che dividendo in un medesimo numero di parli 
eguali la circoufcrenza della baso ed il passo , basta prendere sui tali 
del cilindro , menati pei punii di divisione della circonferenza , lanle 
parli dei passo , a coniare da questa circonferenza , quante sono le 
parli di essa frapposte ai lati ed al punto preso per origine dell’ elica 
e insieme delle divisioni : e gli estremi di tali rette apparterranno a 
questa curva. 

Le medesime rette , poste sopra le perpendicolari alla traccia del 
piano di projezione dai punti di divisione della circonferenza ( a con- 
tare dalla stessa traccia ), ci danno nei loro termini allretlanti punti 
della projezione dell’ elica : come , senz’ altra dichiarazione , sì scorge 
nella j^ff. Sz. 

Per desumere poi dal passo 1’ angolo costante sotto del quale la tan- 
gente dell* elica inclinasi al lato del cilindro , basta formare un trian- 
golo rettangolo che abbia per cateti il passo , ed una retta eguale alla 
circonferenza ( che può trovarsi com'è deUo nella nota al n.° aio ), 
o rette ad esse proporzionali : e 1' angolo opposto al secondo cateto è 
quello che si cerca. 

Nella fig. 5a servono di cateti le ob' ed o^‘ quarte parti del passo e 
della circonferenza ; onde siccome b' è projezione del punto medio della 
parte anteriore o visibile dell’eliea, e quivi la tangente è parallela al 
piano delle xz , cosi nel tempo stesso che si à in ob‘§f l’angolo richie- 
sto , la retta b^' è pure la tangente della projezione dell’elica in b' . 
Ma per un punto qualunque vv di questa projezione , che non è nella 
stessa circostanza di b‘ , vedesi praticata la costruzione generale rife- 
rita nel lesto. 
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piani. Qnintli torna applicnitilc il metodo esposto nd n.“ 171, 
e supponendo espresso eoli’ equazioni 

y = *ar + /3 , s = ya*-t -5 

un asintoto non parallelo al piano yz , quest’ equazioni sus- 
sisteranno eon valori reali e finiti x, p ,y , ì , e si proverA 
come in quel n." clic x e y sono i valori clic prendono i 

rapporti - e - tra le coordinate della curva, quando si po- 

ne a: =i: 00 ; e che trovati cosi * e v , i valori di /3 c o 

sont^ poscia i valori che prendono le funzioni y — xx, c z — yx 
«li quelle stesse coordinale, quando si suppone di nuovo a'=rb <» • 
Ogni sistema di valori finiti e rosi dedotti per * , / 3 , y, S 
darà un asintoto non parallelo al piano delle ; e in si- 
mi! modo possono trovarsi, per non ometterne alcuno, quelli 
non paralleli al piano delle zar , od al piano delle xy. 

2Ì2. Saremo ancora più brevi circa i punti singolari 
delle curve tracciate nello spazio ; poiché avendo essi ordi- 
nariamente per projezioni su ciascuno dei piani coordinati 
altri punti clic presentano le medesime singolarità , ma che 
appartengono alle projezioni delle curve primitive, ciù ne 
dispensa di aggiungere altro a quanto abhiam detto nell’ar- 
licolo XIX circa i punti singolari delle curve piane. 

Differenziali delt arco e della superficie che lo projelta 
sopra uno dei piani coordinati. 

243. Per trovare il differenziale dell’ arco CM {Jiy. i>i ) 
di una curva qualunque situata nello spazio , coniato da un 
punto fìsso C c terminato al punto M di cui sono coordi- 
nale x,y,z, concepiremo la su|)erficie cilindrica CemM die 
lo projelta sul piano delle xy , ed il piano Mmy che passa 
per r ordinata Mm e la tangente my in m. Supponendo che 
la superfìcie ruzzoli su questo piano , movendo «latta posi- 
zione indicala nella figura nel senso my , i punti consecu- 
tivi della curva me si applicheranno sui punti consecutivi 
«fella retta my , e in simil modo i punti successivi della curva 
MC andranno a situarsi l’un dopo l’altro sul piano Mmy., 
risultando cosi dall’ insieme di queste loro situazioni una curva 
piana MT , che possiam chiamare Irasformata della MC 


(234) 

la quale può essere storia. In questo modo è eTÌdcnte che 
la liinghesza dell’arco FM pareggia quella dell’arco CM 
clic diremo s, del pari che la retta pareggia la lunghezza 
dell’ arco cm che per poco chiameremo u. (jra nella curva 
piana FM prendendo per coordinate del punto M\di ym=a, ' 
e la ed osservando che le coordinate dell’arco cm 

sono X e t/, abbiamo (ibs) net tempo stesso 

ds = ± S/do* -f > e da*=dx* + dy* , 
dal che si dedace 

ds=±\/d3'+dy*+dz*, e però ^=±[/ 

Quanto ni segni , dovendo essere quello dei radicali simile 
a quello di , è chiaro che debba valere il + o pure il — , 
secondo che al crescere la x cresca o pure diminuisca l’arco 
C/U. Adunque la lunghezza dell’ arco CM = s verrà esibita 
da quella tra le funzioni primitive , espresse in x , del se- 
condo radicale , che diverrà nulla (mando vi si pone la x 
del punto C da cui si conta l’arco (*). 

Segue ancora da ciò che precede che il differenziale 
della stiperGcie cilindrica cCMm che chiameremo /, verrà 
espresso da 

dt=i±z\Jdx'-\-dy * , che dà ^=±2|/ » 

{ lerchò quello dell' area piana yTMm , cui la detta super- 
icic equivale apertamente , è rappresentato (i5o) da zoo ; 
e dovrà valere il segno + o pure il segno — , secondo che 
la superficie cCMm cresce o diminuisce al crescere la x. 


(*) Abbiamo prefcrila questa maniera di trovare il differenziale del* 
r arco, tenuta da Lagrange, all’ altra seguita dal nostro Navier, perchè 

3 iiesf ultima per esser rigorosa esìge che si ammetta i.° che un arco 
i curva storta , contato da un punto fisso e fatto variare da un va- 
lore convenevolmente pìccolo sino a zero , abbia sempre eonvetta la sua 
projezionc sul piano variabile che passa per la corda e per la tangente 
applicata nel punto fisso; 2.° e che il limite del rapporto dell’arco alla 
sua projezione sia l' unità. Or queste due proposizi(mi non sembrano 
a tutti cosi chiare da non aver oisogno esse stesse di dimostrazione. 


Digitized by Googlc 



( 235 ) 

2 Ì 5 . Noicremo qui che i coseni degli an^li «,/ 9 ,y innan- 
zi ( 238 ) trovati, si possono esprimere brevissima mente coi dif- 
ferenziali delle coordinale e del corrispondente ar<x> s 

mediante le forinole 

, dx ^ dz 

C08* = ±^, COSp=s±^, COSY~±;“, 

dove se vuoisi che » dinoti rindinaziooe della tangente 
all’ asse positivo delle x , e che la variabile indipendente sia 
X j dovranno valere i segni superiori o gl’ inferiori secondo 
che r arco s cresce o diminuisce al crescere la or ; ma se 
)a variabile indipendente sia s, avranno luogo gli uni o gli 
altri segni a seconda che la ir, cui si riferisce l’ angolo 
acuto « , cresce o pur manca al crescere l’ arco s. 

246 - Quando una curva esistente nello spazio invece di 
esser data ( come finora abbiam supplito } per le sue pro- 
Kzioni su due piani coordinati , o che toma lo -stesso , per 
la intersezione di due superficie cilindriche aventi per basi 
queste projezioni , si suppone data in una maniera più ge- 
nerale per la intersezione di due superficie qualunque rap> 
presentate dall* equazioni 

/(^iy>2i)=o, e F{x ,y, z)=ar 
allora le ordinate y c z sono funzioni implicite dell’ ascissa 

e tati ancor sono i coclHcienti diflcrcozlali ~„e —, che 

ax dx 

veggonsi esistere neNa piupparte delie formofe precedenti > 
Or questi coeificienti si desumono- dall' equazioni derivate 
della curva, che sono (73)^ 

dx dy dx dz dx ^ * dx dy dx dz dx 
e noi ne abbiamo già notati i valori nel dtat» n.*~ Basterà) 

dunque , nel caso di cui è parola , sostituire ^ ^ ^ ^ 

valori , per quindi eKmioare , se si può e si stima conve- 
nevole , y e z mediante 1 ’ equazioni della curva. 

247- Nondimeno la delta sostituzione non è punto neces- 
saria in riguardo alla tangente, se vorremo contentarci di 
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dclerniiiiarc il silo di questa retta incdianle la intersezione 
di due piani qualunque , in vece della intersezione di due 
pioni perpendicolari a due piani coordinati , ossia in vece 
delle prujczioni della tangente su quest’ ultimi piani. 

Difalli per l’cijuazioni (234) della tangente abbiamo 

Ji/ ^ a'— g 

~dx x‘ — X ’ dx x' — X ’ 


c però sostituendo nelle precedenti equazioni (|uesti valori ai 
simboli dei coeOìcienti difiercnziali , e moltiplicando poscia 
i risullanicnli per x ' — x , avremo 


f (x'— X) + I iu'-u) + f ( 5'-5 ) = 0 , 


- {x'^x) + (y'-y) + - (s -5)= o . 


dz 

ìL 

di 


i(T') 


Or quest’ equazioni essendo di primo grado tra le coordi- 
nate variabili x'^ y\ z‘ della tangente , esprimono due piani 
che la determinano colla loro intersezione , e che sono essi 
stessi dctcrininali dalle superGcic espresse per le rispettive 
equazioni J'=o, ed F=o. 

248 . L equazioni (T') ci mostrano ancora che per dedurre 
subitamente l’ equazioni della tangente di una curva daU’equa* 
zioni differenziali della curva , che sono 


±<!x+j^d,j + j^*=o,e rfy + - rf» = o . 


basta cambiare in quest’ ultime i differenziali dx , dy , </z 
nelle differenze x' — x , yf — , z' — z: come nel n." iò'6 
fu osservato per rapporto alle curve espresse da una soia equa- 
zione. 
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XXI. Generaziom delle principali classi o fami- 
glie di superfcie cwve , e loro equazioni. Pia- 
no tangente., e retta normale di una superfcie 
curva qualunque. 

24 - 9 * L.e superficie curve più adoperale nelle arti sono le 
cilindriche , le coniche , c quelle di rota/ionc , alle quali 
possiamo aggiungere le superfìcie dei conoidi retti. Noi dun- 
que cominceremo dall’ esporre in succinto la loro più sem- 
plice generazione, e l’ equazioni finite che ne derivano, af- 
line di rendere più utili le formole di calcolo diircreoziale 
che vengono appresso. 

Le superficie cilindriche o le coniche possono intendersi 
generate dal movimento di una retta indefinita , che teneii- 
aosi sempre parallela ad una retta data , o passando per 
un punto dato , incontra o , come si suol dire , appoggiasi 
di continuo ad una data curva. Anche le superfìcie conoi- 
dali possono intendersi generate dal molo di una retta in- 
definita , ma conviene che questa sia parallela ad un piano 
fisso o direttore , ed incontri sempre una retta data ed una 
data curva ; e la superficie prende il nome di conoide retto 
quando la retta data c perpendicolare al piano direttore, o , 
che torna lo stesso quando la generatrice si tiene perpendi- 
colare alla retta data , la quale in tal caso può riguardarsi 
come asse della superficie. In fine le superfìcie di rota- 
zione , che ordinariamente si concepiscono generate per 
la rotazione di una linea qualunque intorno ad una retta 
fissa , possono ancora ( e noi ci atterremo in prererenza a 
quest’ altra maniera ) intendersi nate dal movimento di una 
circonferenza di cerchio , la quale incontrando sempre la 
detta linea, penrorre col centro la retta fissa che chiamasi 
asse della superficie , c si tiene col suo piano iierpcndicuiure 
alla stessa retta. È dunque chiaro che in ciascuna di tali 
superficie avvi una rulla o pure una circonferenza di cercliio 
in moviinenlo , ed una liuca per lo più curva che serve 
come di guida a questo nioviinento. (lon ragione dunque la 
retta o la circonferenza iiiohilc diccsi generatrice , e la curva 
fissa chiamasi direttrice. 
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25o. Ciò posto rappresentiamo sempre la direttrice col- 
r equazioni 

f{x ,y ,z) = o , F{x ,tj ,z) = o, (D) 

e siano in primo luogo 

a: = a 2 + », ed y =dz-}-/3, (G) 

r equazioni della generatrice di una superficie cilindrica. Sa' 
ranno a e ò (juanlità date o costanti , ma « e ^ varieranno’ 
da una ad un altra generatrice. Ora considerando ar , y , s- 
quali coordinate del punto dove s’incontrano la generatrice 
e la direttrice , ciascuna di esse avrà un medesimo valore 
per r una c per l’ altra di queste linee. Quindi eliminandole 
fra le quattro equazioni (D) c (G) di esse, la risultante equa- 
zione , cui possiam dare la forma 

P = 9 (*) » 

esprimerà la condizione che la generatrice incontra effettiva- 
mente la direttrice; di tal che scrivendo l’ equazioni della 
generatrice sotto la forma 

x = az + a., y = 6z-j-^(x), (g) 

per ciascun valore di a si avrebbe una retta che adempie 
tutte due le condizioni volute dalla generazione della super- 
ficie : di serbarsi cioè la generatrice sempre parallela ad 
una retta fissa ( quella per esempio espressa dall’ equazioni 
x=zaz ,x=bz), e d incontrar sempre la direttrice. Per 
la qual cosa eliminando fra l’ equazioni (g) la indetermi- 
nata « che tiene alle singole posizioni della generatrice , il 
risultamento espresso da 

y — bzs=cf[x — az) (i) 

esprimerà. una relazione tra le coordinale di tutti i punti di 

3 ualsivoglia generatrice , c sarà in conseguenza l’ equazione 
ella superficie cilindrica. 

Simile ragionamento , applicato alle superficie coniche 
aventi per coordinale del vertice a , b , c , e quindi per 
equazioni della retta generatrice 

' x — a — x{z — c),y — b = ^(z — c), 
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darà per equazione di tali superficie 



applicato alle superfìcie di rotazione , riferite per semplicità 
all asse della superficie come asse delle z, c con ciò aventi 
per equazioni della circonferenza generatrice 

darà per tali superficie l’equazione 

2 = 9(ar*+y-), (3); f) 

ed applicato finalmente al conoide retto, riferito pure al suo 


(*) Quando non si può disporre dell’ asse delle z , l’ cquationi dcl- 
r asse della superficie possono essere 

x = mz-+- a ,y = nz-f-i; 

ed il piano della circonrerenza generatrice dovendo essere perpendico* 
lare a quest’ ultimo asse , avrà la sua equazione della forma 

mx ny s = ^ , 

dove p indica una quantità che varia col sito del piano. Ma per espri- 
inere analìticamente che il centro della generatrice è sempre neH’asse 
della superficie , conviene riguardar questa lìnea come nata dalla in- 
tersezione del detto piano con una superficie sferica , che abbia il cen- 
tro in qualche punto de! medesimo asse , e per non introilurre nuovi 
simboli ad individuarlo si può scegliere il punto ( a , d , o ) dove Tasse 
incontra il piano delle xy. Allora , chiamando > il quadrato del 'raggio 
variabile di questa superacie sferica , si hanno per equazioni della ge- 
neratrice 

»tx-*-ny-l-z = p , (ar — a)*-«-(y — 

e però l’equazione p = 9(«) che si desume dalla eliminazione di r^,z 
tra quest’ equazioni e quelle della direttrice , dà subito per equazione 
generale delle superficie di rotazione : 

»»w+«y + z = <l»[(* — a)«+y — d)* + z*]. 


I 
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asso corno asso delle z , e perciò generalo da una rolla 
espressa per l’oijuazìoni 

s = ^ y = , 

darà per equazione del conoide 

* 

(4)- n 

20 1. In queste equazioni generali delle quadro considerale 
famUjlte di siiporfìcie , la forma della funzione 9 di|>ciufe 
in einsciin caso dall’cquazioni della direllrice, e quindi varia 
con esse , non mai però lasciando di essere funzione 

di ar — az, o di ^ ^ , o di ar*4-y*, 0 di - , 

secondo clic (radasi di superncic cilindrica o conica, di ro- 
tazione o di conoide retto. Nondimeno è bene osservare clic 
r equazione della superfìcie può sempre trovarsi con queste 
due sole e medesime regole : cioè 

I .• eliminando le coordinate x . y , z fra f equazioni 
della generatrice e quelle della direttrice , ajfin di avere 
una equazione di condizione tra le quantità » e fi, ette 
variano da una generatrice ad uni altra ; 


(•) Qualora il conoide non fosse retto , converrebbe prendere per asso 
delle s la perpendicolare abbassala sul piano direltorc da un punto qualun- 
que delta retta data , preso per origine. Allora Tequazioni di questa retta 
sarebbero semplicemente x=az , g = 6z, c quelle della retta generatrice 
avrebbero da principio la forma z=/3, y=»x-+-y; ma poscia, elimi- 
nando x,g,z tra queste quattro equazioni, per esprimere che le due 
rette s’incontrano, si à l’equazione che dà flap, 

e cosi r equazioni della generatrice tornano 

s==P» y — «p = *(x — flp). 

Ora l'equazione p = <p(a), che si desume dall’eliminazione dix,y,z 
tra quest’ equazioni e quelle della direttrice corvilinea , dà tosto per 
equazione generale delle snperflcie conoidali : 
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2 .* eliminando da questa equazione di condizione le 
medesime quantità variabili « e /3 , mediante i valori che 
ne danno t equazioni della generatrice. 

Colla prima regola , riguardandosi ciascuna delle coordi- 
nate X , y f z come avente lo slesso valore per la direltrice 
e per la generatrice, il risultato della loro eliminazione espri- 
me la condizione che debbe aver luogo tra a e /3 , perchè 
queste linee s’incontrino. Colla seconda regola si Tanno ri- 
comparire le coordinate x , y , z non dei soli punti d’ in- 
contro , ma di tulli i punti esistenti in tutte le generatrici 
che adempiono la ritrovata condizione ; e però si ottiene 
l’equazione della supérfìcie costituita dal sistema di tutte 
queste' generatrici. 


Piano tangente e retta normale di una superficie qualungue. 

252. Per seguire qui nozioni analoghe a quelle presentale 
nell’ articolo XVI , diremo che un piano è tangente di una 
superficie curva in un punto di essa , che dicesi contatto , 
quando è il più vicino di tutti alla superficie nel detto punto, 
cos'i che non può ivi passare altro piano tra esso e la su- 
perficie. Supponendo essere or, y le ascisse di un punto qua- 
lunque della superficie proposta , e z la corrispondente or- 
dinata , r espressione delle ordinate vicine sarò in gene- 
rale (i23) 

, dz , .<ls,,d*zh' r/^z , d’z k* 

In simil modo l’ equazione di un piano condotto pel pun- 
to (ar,y,z), ed avente per coordinate variabili x',y',z', 
essendo della forma 

z' — z = a{x‘ — x) + b{y' — y) , (A) 

le ordinate dei punti vicini al nominato saranno espresse da 
z ah bk. 

Pertanto la diflerenza tra le ordinate della superficie curva 
e quelle del piano verrà indicala da 

( dz \. . /dz . d*zb* , d^z , tPz , 

3i 
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Ora se noi supponghiamo determinati i coefRcienti a c b 
dell’ equazione del piano , in modo che facciano sparire 
nell’espressione precedente i termini di primo grado in n e A; 
cioè a dire , so noi supponghiamo 



la detta differenza si ridurrà a 






dx 


dxdy 


d'zk* , 

h ec. 

dy' 2 


e sarà facile provare, con un ragionamento analogo a quello 
tenuto nel n.° i73, che attribuendo ad 4 c A valori conve- 
nevolmente piccoli, potrà essa divenir minore che non sarebbe 
])cr ogni altro piano , rispetto del quale non fossero adem- 
piute V equazioni precedenti. 

Adunque nell’ equazione (A) sostituendo per o e à i notati 
\alori, o piuttosto i simboli p c g con clic questi valori si 
sogliono indicare nelle applicazioni del calcolo differenziale 
alle superGcie curve, l’ equazione del piano tangente sarà 


z' -Z^p{x‘ — x) + q{y' —y)\ (t) 

c per le note formolo dell’analisi applicala alle tre dimen- 
sioni , r equazioni della normale alla superficie, ossia della 
perpendicolare al piano tangente dal punto di contatto , sa- 
ranno 


x'—x+p{z'—z)= 0 , y'—y+q{z'—z)=xo, (n). 

253. Inoltre , chiamando X , fx , v gli angoli formali dalla 
normale cogli assi positivi delle x , delle y, e delle z, avre- 
mo ancora per le citate formolo , 


cosX = - . COS,M=-— ^ ; cosv=-— . * ■ , 

Vn-/>*-f-y* 

dove se , per fissare lo idee , il radicale si riguardi come 
positivo , gli angoli X , /« , v si rapporteranno alla parte po- 
sitiva della normale : cosi chiamando per brevità quella che 
à positive le ordinate. 
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254» Se l’equazione della superfìcie , in vece di essere della 
forma z =J'(x ,y) , come tacitamente si e (Inora sup[>oslo, 
sia più generiìlmeate 

F{x ,y , z) = o , 

i coefficienti diflerenziali parziali p , y saranno determinali 
per l’ equazioni (yS) 

JF , dF dF , dF 

7;+*/’ = ®' ■^+s? = ®> 

con che l'equazione (/) del piano tangente diverrà 

^ {x'-x) + ^ {y'-y) + ^ ( 2 -z) = 0 , ( T ) 

verificandosi cosi per le superfìcie , siccome per le curve , 
che per passare dall' equazione di una sui)cr(icic a quella 
del suo piano tangente, l) 08 tn sostituire nell’equazione diffe- 
renziale totale di essa , indicata come si disse nel n.°4^da 


^ Jj: + + -p dz ^ , 


le difTcrcnzo fluite x' — x ,y' — y » 2 * — 2 ai differenziali 
(Ix , dy , dz. 

255. Nella stessa ipotesi circa l’ equazione delia superfìcie, 

l’ equazioni («) della normale divengono 

dF , dF . , , dF , , . dF , . , „ 

= ^(y'-y)=-^(2-2) ; (N) 

e i coseni degli angoli X , /iz , v formati «lalla normale cogli 
assi positivi delle x , delle y, e delle s . o che torna lo st«!ssu 
dal piano tangente coi piani delle yz, delle zar, c dello xj/, 
hanno per espressioni 
dF 

, dx 

COSA= ■ . COSpt=- 


dF* dF- 1/— 

dx' dy* c/s* * </** 


C08V = 


c/A’> 

dx* dy* 


dz* 


dF 

dz 


./dF* dF* dF* 

V dx* ' dy* dz* 
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(love ii segno del radicale si prenderà simile a quello 

dF " dF .. dF j ' . • 

(h — 0 di T— . o di — , secondo che si vorranno rappor- 
ta: ay as 

tare gli X , , y a quella parte della normale ' che , a par- 

tire conlntlu , procede nel senso dell’asse positivo delle x, 
delle y , o delle 

2oé. L’equazione (T) è una di quelle per le quali nel 
n.“ 24.7 si trovò espressa la tangente della curva indicata 
dal sistema dell' equazioni 

f{^,y,z) = o,F{x,y,z) = o; 
e r altra di delle equazioni , cioè a dire 

^(z'— x) + ^(y'— + s) = o , (t) 

appartiene por la stessa ragione al piano tangente della su- 
perfìcie indicala dalla sola enuazionc J'=o. Ma è cosa evi- 
dente che r equazione (^') non dipende punto o non varia col- 
r altra (t), ossia coll’ equazione jz=o- dunque tutte le infi- 
nite tangenti, che variando l’c^jazione f = 0 sono espresse 
dal sistema dell’equazioni (T) e (t), debbono giacere nel piano 
tangente alla proposta superficie ^=0; eh’ è quanto dire: 
i 7 piano tanpenie di una superRcie curva contiene le tan- 
genti applicabili nel punto del contatto a tutte le curve, 
piane o storte , che per tal punto si possono tracciare 
nella superficie. 

25 y. E conseguenza immediata di questa proposizione (che 
a torto alcuni riguardano come evidente^ che quando pel 
punto di contatto si può tracciare una retta nella superfìcie, 
il piano tangente contiene questa retta ; e che se pel con- 
tatto si potessero segnare nella superficie due rette diverse, il 
piano tangente sarcbix: proprio quello che passa per tali rette. 
Ciò nasce da che ogni retta si può ad evidenza considerare 
come la sua propria tangente ; c da ciò stesso dcduccsi un 
metodo per conoscere se una superfìcie data mediante la sua 
equazione particolare sia o no di quelle che diconsi rigate, 
cioè a dire capaci di esser generale dal movimento di una 
linea retta : imperciocché nel caso affermativo, dovendovi cs- 
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sere almeno ima rella comune alla superficie ed al piano 
langoiile, ne segue che eliminando per esempio z' Ira l’equa- 
zione (T) e l’e(iuazionc F{ x', y‘, z' ) = o , devesi avere 
un’ equazione in y' ed x', cui si possa soddisfare prendendo 
per u' una funzione lineare ossia di primo grado in x' . 

Percorriamo ora le più semplici applicazioni che pos- 
sono farsi delle ritrovale equazioni del piano tangente e della 
normale , prima in una superficie qualunque , e poscia in 
quelle considerale nel n.** 200. 

Se non è dato il punto del contatto, e vuoisi determinare 
in modo che il piano tangente sia parallelo ad un piano 
dato ed espresso per l’equazione 

Ax' " 1 ” By' -f- Cz! -|" /)= o , • 


la condizione del parallelismo darà per le note formole del- 
r analisi a tre coordinate , le due equazioni 







che unitamente a quella delia superficie serviranno a deter- 
minare le ignote x -, y , z. 

209. Se li piano tangente debba passare per un punto 
dato (a , b , e) fuori la superficie , avranno luogo tra le 
ignote Xj y, z le due sole equazioni 


„ dF , . dF , V , / \ 


quindi il problema sarà generalmente indeterminato ( com’era 
facile antivedere ) , e l’ insieme di tutti i punti di contatto 
sarà una curva determinata col sistema oell’ equazioni pre- 
cedenti. Essa perciò, riguardata come una direttrice, servi- 
rebbe a trovare (zSi) l’equazione della superficie conica tan- 
gente alla superficie F=o, ed avente per vertice il punto 
(a, 6 , c). 

260. Se poi si vuole che il piano tangente sia parallelo ad 
una retta data , espressa per esempio dall’equazioni x'=az', 
y' = bz', il medesimo conterrà la retta menata pel contatto 
{x ,yj z) parallelamente alla data, c le cui equazioni sono 

x' — x = a {z' — z), y' — y=^ò{z' — z). 


( 246 ) 


Quindi soslituendo questi valori di x' — x , ed y' — y 
nell’ equazione (T) del piano tangente , il risultato 



dovrà sussistere indipendentemente dal valore di z' — 
però avremo 


dF , ,dP , dF 


2 J 


e 


Quest’equazione dunque, e l’altra F = o della superficie 
determinano una curva , di cui tutti i punti adempiono la 
proposta condizione ; c laddove questa curva , rappresentata 
dal sistema dell’ equazioni 


F=o 


dF ^.dF , 



si prendesse per direttrice , le regole del n.” afii darebbero 
la superficie cilindrica tangente alla data F= o , e di iati 
paralleli alla retta ( x' = az', y‘= bz' ). 

Questo problema c i due precedenti avendo relazione colla 
teoria delle ombre e della prospettiva , gioverà notare che 

a liando si tratta di una superficie di secondo grado, la linea 
el contatto del cono o del cilindro ad essa circoscritto è 
parimente una curva di secondo grado. Infatti è chiaro per 
se stesso ebe la seconda dell’ equazioni precedenti è allora di 
primo grado , c si può agevolmente vedere che a tale pur 
si riduce, in virtù dell’ equazione alla superficie, la seconda 
equazione di detta linea , data nel n.° antecedente. 

261. Si può anche richiedere, in generale , che il piano 
tangenlc di una data superficie passi per una retta data ; 
ovvero clic passi per un punto e tocchi due date superficie, 
o infine che tocchi tre superficie date. E questi ed altri si- 
mili problemi non presentano alcuna difficoltà in quanto al 
modo di tradurli in equazioni. 

262. Finalmente , siccome l’ equazioni 


dF dF, ,, , dF, . dF . ,dF , dF 

■5(^-0)+ (y_i)+_(j_„)=„,»- + «- + - = 0 


rimangono identicamente le stesse quando aH’cquazione /’=o 
si sostituisce F—C, dove C è una costante qualunque; 
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COSI può oflermarsi che esse rappresentano , considerate sc- 
paratamentc , i luoghi geometrici delle linee di contatto di 
tutti 1 coni o (Il tutti i cilindri tangenti alle su|)erlicie espresse 
dall equazione F — C , ed aventi per vertice il punto (a .b c ) 
o per lati le parallele alla retta (x' = az' , y' ~6z> )’ 
263. Per rapporto alla normale fc visibile che quando si 
volesse condurla per un punto {a,6,c) dato fuori della 
superucie / — o , si avrebbero insieme le tre equazioni 

e <:he se la normale si volesse parallela ad una retta data 
( X — az', y' = 6z') , bisognerebbe porre l’ equazioni 


' dz ^ dz—~* 


dp 

dy' 


Se non che quest’ultimo problema equivale alla ricerca 
dianzi (258) accennala , di un piano tangente parallelo ad 
un piano dato. 

264 .. Si potrebbe dimandare una retta che fosse normale 
nel tempo stesso a due superficie date , e che in generale 
misurerebbe la loro massima o minima distanza. Allora sup- 
ponendo essere ‘ 

F(x,y ,z) = o ,f{x',?y‘,z') = o, 

r equazioni dello superficie, si avrebbero ancora tralcigno- 
te X ,y , z , x', y', z' quest’ altre quattro equazioni 

^ ^ s ( y-!/) =^.{z-z'), 

delle quali duo esprimono che la normale della prima su- 
perGcie nel punto {x ,y ,z) passa pel punto ( x* y' a' ) 
della seconda superficie ; e due altre esprimono simihncnle 
che la normale della seconda superficie nel punto (x' y' a') 
passa pel punto {x,y,z) della prima superficie. É’^i’cvi- 


( 248) 

dente clic a due di queste quattro equazioni si potrebbero 
sostituire le due altre 

dx di' di dx' ’ dy di' di dy' ’ 

che nascono immediatamente da esse , e che esprimono la 
circostanza , altronde manifesta , che i piani tangenti alle 
due supcrGcie nei punti {x ,y , z) , {x',y',z') sono tra essi 
paralleli. 

26S. InGne si può notare che l’ equazioni 
dF, s dF, , dF,. s dF , . 

nate dal supporre che la normale nel punto {x ,y , z) passa 
pel punto (lato { a , ò , e), rimangono identicamente le stesse 

3 uando all’equazione F = o si sostituisce l’altra F= C , 
ove C c una costante qualunque ; e che per ciò esse rap- 
presentano il luogo geometrico dei piedi delle normali , che 
dal punto {a,b,c) possono condursi a tutte le superficie 
che può esprimere l’equazione F-=C variando la costante C. 

266. Passando in uarticolare alle superficie considerate nel 
n.° 2S0 , scriviamo 1 equazione 

f (») , 

dove (X e /? possono dinotare non solo Tespressioni di 2: , y , z 
che si traggono dell’ equazioni alle generatrici di quelle su- 

f ierficie , ma qualunque altre espressioni date. Prese al so- 
ito X ed y per variabili indipendenti , le derivate di detta 
equazione rispetto ad ar ^ e rispetto ad y sono (y3) 


(M) 


d? ... / d» da. \ 

quindi colla divisione di una per 1’ altra si ottiene 
ovvero , effettuando le moltiplicazioni e riduccndo , 

( dx rfjj dx d^\ / dx d^ dx d^\ / dx rfj3 d* dp \ 

dy di didy)^ dxdi)^ dydx) 
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Questo risultato essendo indipendente dalla funzione ^ , ci 
mostra che ogni equazione tra te variabili i , y , 2 ed unà 
funzione indeterminata di una determinata esprestione 
delle sleese variabili, conduce ad un ultra equazione in- 
dipendente da quella funzione, e in vece affetta dalle 
derivate parziali della variabile che si considera come 
funzione deli altre due. 

267. Nelle superficie cilidriche essendo a = x — az , 
|3 = y — bz , si hanno 


</s 

hx 


d* d* d? 

’ ^ ' dz ' dx 




- 6 -, 


quindi sostituendo nell’ equazione precedente , viene 
ap bq = I : (i) 

risultato che esprime , e che potevasi dedurre dal rifletteré 
che il piano tangente della superficie deve contenere (zSj) 
la generatrice menata pel contatto, e con ciò esser parallelo 
alia retta ( x' = az', y' = bz' ). 

268. Nelle superficie coniche abbiamo 



quindi ne risultano 

dx t dx dx X — a 

dx z — c ' dy ’ dz (s — c)* ’ 

e similmente 

d^ ^ I y— * . 

dk~°' dg~~ z-c' dz (s-c)»’ 

per lo che sostituendo questi valori nell’ equazione a difie- 
renziaii parziali di sopra trovala , e riducendo avremo 

(x — <z)/)+(y — i)7 = z — (2) 

equazione peraltro che è una conseguenza immediata della 
condizione, che tulli i piani tangenti di una superficie coni- 
ca debbono passare pel vertice di essa. 

269. Per le superfìcie di rotazione abbiamo semplicemente 

32 
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e /3 = z. Quindi ne risullano 
d* rf» </» ^ * 

e la soslituzioue di (jucsli valori nella solita equazione ci dà 
subito r altra 

7 jp—xq=o, (3) 


la quale esprime la proprietà , altronde facile a dimostrarsi 
direttamente, che il piano lanscnte è perpendicolare al piano 
menato per Tasse della superficie ed il punto del contatto , 
n però indicato dall' equazione xy' = yx' . 

270. Finalmente nelle superficie dei conoidi retti abbia- 


mo a = — , |3 = s, dal che risultano 

. r , X 

dx y </*_! d»_ ^_o Ìt—1 

, dx X* ’ dy 'x' dz ' dx ’ dy ’ dz ’ 

e la sostituzione di questi valori produce l’equazione 


xp + yq = o: (4-) 

la quale si poteva pur desunierc dalla circostanza che il 
piano tangente deve contenere la generatrice menata pel 
])unlo {x,y,z), e che questa essendo parallela al piano 
delle xy ed incontrando Tasse delle z, à per equazioni 


t z'=z , ed xy'^yx'. 

271. Le precedenti equazioni (3) c {4-) ci mettono in gra- 
do di risolvere un nroblema Jinalogo a quelli già risolali 
nei n.‘2i)9j 2fio , determinando una superficie tangente o, 
come anello suol dirsi , circoscritta ad una superficie data 
J'j=o, c che inoltre sia di rotazione o pure conoidale 

■ intorno all’asse delle 3. NelTnno e nell’altro caso, il piano 
tangente in ciascun punto delta linea di contatto dovendo 
esse^r lo stesso per' la suiierlicie data c per la richiesta , i 

• valori di /> c y desunti dalle derivale della prima dovranno 

■ soddisfare T equazione (3) o (4). Però la linea del contatto 
resterà determinala dall’ equazioni 


/' = 


dF 
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o pure dali’ equazioni 


„ dP . dP 

/’=o,xj^+y-^ = o; 


e presi (ai sistemi di equazioni per rappresentare le dirultriei, 
e per le generatrici prese quelle elio nel n.® 2Ò'o si notarono 
per le superfìcie di rotazione o di conoide retto, si avranno 
r equazioni delle superfìcie richieste colle regole deln.® 25 i. 

272. Negli esempi particolari di superfìcie espresse collo 
loro equazioni Jìnile , le. ritrovate equazioni a coeificieuti 
parziali sono più acconce dell’ equazioni finite a far cono- 
scere se la superfìcie appartiene alla classe delle superficie 
cilindriche o coniche , ili roLazione o conoidale. La cosa è 
evidente per queste due ultime classi di superfìcie, non trat- 
tandosi che di vedere se 1’ una o l’ultra dell’ equazioni 


yp — xq =■ o ^ xp -\r yq — o * • 

divenga identicamente nulla dopo la sostituzione dei valoii 
di p c q desunti dall’ equazioni derivate dei proposti esempi; 
ma per vcrilù nel caso che ciò non ahhia luogo , sarebbe 
troppo il dedurne che la superfìcie non sia di rotazione u 
conoidale , polendo bene esser tali ed avere per proprio as- 
se una retta diversa dall’asse dello z. Quanto poi alle su- 
perfìcie cilindriche o coniche , dopo la sostituzione dei va- 
lori di /j e y nell’ una o nell’altra dell’ equazioni 


ap-\-bq—i ,{x—a)p-Ar{y — b)q=z — c, 
non essendo dali a priori i valori di iz e ó , o quelli di 
rt , A , e e , bisognerò eguagliare a zero i coclfìcienti delle 
diverse potenze delle coordinale, ed esamiuarc se si può 
adempiere alle condizioni che ne risultano con dei valori 
reali e finiti Al a c b , o A\ a , b , c c. Del resto dal 
n.“ 2fìo segue immediatamente che ogni superfìcie curva di 
equazione omogenea per rapporto alle coordinale x,y ,z, 
esprime una superfìcie conica avente per vertice f origine 
delle coordinate. 

273. Termineremo facendo osservare una difTerenza note- 
volissima tra i piani buigcnti allo superficie cilindriche 0 co- 
niche, ei piani tangenti alle superfìcie di rotazione o conoidali. 
Per renderla manifesta si sostituiscano nell’ equazioui (M) del 


{ 2!)2 ) 

p.” 265 i Talori dei coefiìcieuli parziali di « e di / 3 , relàliyt " 
a ciascuna di tali superfìcie. Allora i.° per le superfìcie cilin- 
driche si avranno (e dup equazioni 

ó/) = (aj)— óg-ri=iP 7 <^'(*)’, (I) 

2. ® per le superficie coniche, avendo riguardo all’ equazio- 
ne (2) del n.^267, si avrà una sola e medesima equazióne; 
ma la citala equazione (2) , con sostituire ai binomi x — -if 
gd y — 6 i valori 

ar — a = — c), ed y — 6 = ^ (x).(z — c) , 

somministrali dall’cquazioni di una generatrice della superfìcie 
conica^ ne dà subito un’altra, e scrivendole insieme sona 

p-f 9 '(»).y = 0, 9 (a ).7 = i ; (II) 

3 . ® per le superficie di rotazione si ritrova 

/> = 2?' (*).a? , y = 29' (»).y ; ( III ) 

4 ® e infine per le superficie conoidali si à 

y = — 2 = 9 '(*).i. (IV) 

Poiché dunque vediamo che nell’ equazioni (I) e (II) ij 
valori di ^ e y variano solo con «, mentre nell’ equazio- 
ni (IH) e (IV) variano coi valori di x ,y ,z , relativi ad 
uno. stesso valore di « , ci sarà permesso inferirne che il 
Qontailo di un piano con una snperjìcic cilindrica o co- 
nica à luoffo in tutta la estensione della retta genera- 
trice ; laddove il contatto di un jìiano con una superficie 
di rotazione ( che però non sia nel tempo stesso cilindrica 
o conica ) o di conoide , non à luogo che in. un punto 
solo, della generatrice , quantunque ucl caso del conoide 
quel piano contenga pure tutta la gen^ratriep. A dir vero 
questo risultato , per ojò che riguarda le superficie coniche 
o cilindriche si potrebbe dedurre assni facilmente dalla na- 
tura stessa di queste 6up.erficic , anzi per le ultime si può 
avere come una conseguenza istantanea della proposizione 
dimostrata nel n.® 234 ; nia la cosa non c ugualmente chiara 
per le altre due specie di superficie da noi considerate , c 
segnatamente per quelle dei conoidi. Oltre a che, giova con- 
fermare talvolta le deduzioni geometriche con proceiiimenti 
di pura analisi. 
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XXII. Della integrazione ingenerale, e deipiù sem^ ' 
plici integrali determinabili algebricamente o per 
le trascendenti ordinarie. 

ayi- Il metodo o calpoio integrale, inverso del differen- 
ziale , à jKjr obbietlo it trovare le funzioni o /’ equazioni 
di cui stippongonsi dati i differenziali , o che torna lo stesso 
il trovare le funzioni o t equazioni primitive di cui si 
conoscono le derivale. Cosi , per le funzioni di una sola 
variabile x , supponendo cognito un differenziale di primo 
ordine o della forma Xdx ( dove X esprime una qualunque 
funzione data di 2: ) , il calcolo integrale si occupa della 
ricerca di quella funzione di x che differenziala darebbe Xds:, 
cosi che chiamandola g si avrebbe 

dtj = Xdx, e 

275. La funzione tj , che cliiamavasi già somma o som- 
matoria di Xdx , dicesi ora più comunemente integralo 
di Xdx {*) , e r operazione che serve a farne la ricerca di- 
cesi integrazione, in essa funzione possono distinguersi due 
parti: una emerge dalle regole del calcolo integrale, e però 
non contiene se non le stesse quantità contenute in X; l’altra 
è una qualsivoglia espressione o quantità costante ( cioè in- 
dipendente da ar ) , che si unisce alla prima per dare all’in- 
legrale la forma più generale o completa di cui è capace. 
Difalli è evidente che se Xdx è il differenziale di una fun- 
zione di 2: , lo sarà egualmente dell’ insieme di tal funzione 
c di una qualunque grandezza 0 espressione indipendente 
da X. Ora la prima di queste due parti si suole indicare 
colla lettera f ( iniziale della parola somma o sommatoria ) 
posta innanzi al differenziale Xdx, e l’espressione fXdx dicesi 
integrale particolare di Xdx, laddove \ integrale completo. 
n’è fXdx-^ C, essendo C una costante arbitraria. 


(*) Queste voci teagono ad una proprietà importantissima, che sarà 
da noi dimostrata in luogo dove ne sentiremo meglio il bisogno e 
r utilità. 
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Aduoque T equazione 

dtj = Xdx dà l’ altra y =■ fXdx + C , 
e viceversa. 

276. Possiamo anclic diro che quando facesse parie di 
fXdx li logariltno di qualche funzione di x , moltiplicato 
per una quantità costante, sarebbe lecito scrivere la costante • 
arbitraria C come fattore o come divisore di questa funzione. 
Difatti supponendo 

fXdx = F {x) y^log. ^ (x ) , 
si potrcb!)C scrivore 

y=fX(lx-\-C—F{x)-\-A\o'^,^{x)zt.A\og.C, 
clic vai dire 

• l 

y=F(a:) + y^log.C’‘b(a-) , 0 pure y = F{x)-\-A\og.^^^. 

277. Dichiarata suiriclcnleinenle per ciò che precede la 
natura della intcgruzione , resta clic si espongano i mezzi 
che l’analisi fornisce per eseguirla. Sa di questo però dob- 
biam.i osservare, ebe mentre la dilferenzìazlone si effetua sem- 
pre on un projeiliin Mito regolare, per contrario la integra- 
zione, ossia la opcrazio’ie inversa, non si può eseguire con' 
un nu nero finito di hTiniui che in ecrti casi particolari, o 
per dir coà , di eccezione. In generale non si è certo di 
poter cassegnare in Icrniini finiti la f.iiuionc primitiva di x 
corrispoii(Ìente ad un dato differenziale Xlx , quantunque 
la cosa non fosse inirinsecameute assurda; di modo clic so- 
vente fa mestieri supplire con metodi approssimativi alla 
mancanza dell’ espressione finita di quella funzione. Nondi- 
meno importa molto il conoscere i principali casi in cui la 
integrazione può esser fitta in termini fluiti , e i mezzi che 
all’ uopo conviene adoperare. 

È chiaro in primo luogo che si avrà immediatamente 
r integrale di un proposto dilfereuziale , allorché questo dif- 
ferenziale si rie mosce simile ad uno di quelli notati negli 
articoli 11 e 111. 
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Quindi supponendo 


dx , 

sari y=x^-{-C 

dx 

X 

lx + e 

e^dx 

e 

la . ai^dx 

à^+C 

dx sen x 

— cos X e 

c/xeosx 

senx + e 

dx 

cos** 

lanx+ e 

dx 

— col ar + e 

B«n'2 

dx 
tao X 

/.sen X e 



dx 
col X 
dx 



Vi — 

dx 

V 2X — X* 


dx 



— /.COSX + e 

/.tan x + e 
arc.sen x + C 

arc.cosa: + C 
arc.s.y.x + e 
are. tan x + C 
are. col a: + C 
arc.sec x + C 
arc.cosecar -f- C 
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278. Per verità nelle quislloni che' dipendono dalla inte- 
grazione, la ventura d' imbattersi precisamente in alcuna di 
queste formolc diKerenziaK non è mollo frequente, ma &i 
pub asserire con franchezza che l’arte sta allora in ridurre 
presto o tardi ad una di esse il differenziale proposto. A 
questO'Gne tornano utili assai volte i due principi seguenti, 
inversi dei due altri scritti i primi nel n.* aq : 

t integrale della somma di più differenziali é lo stesso 
che la somma dei loro integrali rispettivi ; 

l'integrale del prodotto di un JaÙor costante per un 
Jattor variabile, e lo stesso che il prodotto del f attor to- 
stante per r integrale del fattor variabile. 

Mediante il primo si à , per esempio , 

/ dx ^Jx(seii*x-f-cos*a;) __ p dx . p dx 

sen*x.co»*x »/ »en*x.cos*x t/ cos'x J »en*x ’ 

e quindi supponendo 
dx 


dy. 


ien*x.cos*a: 


, si à y = tanar^ cola: + Ci 


279.. Gol soccorso poi del secondo' principio si à 

/ m — I , /» m—i , m 

amx dx = a j mx dx = ax , 

e per la stessa ragione 

amx”* dx=m ^ ax dx . 


Quindi' ne risnlhi > 

/ in— I . ”» /* ' , ax^ 

ax dx = ax , e. J ({X dx — ; 

di modo. che voltando m in m + i , avremo 

.W-f-l 

Questa formola ci dimostra per srttegrare tl prodotto 
di una gjiantità caslante per una potenza costante di una 
variabile e pel differenziale della stessa variabile , basta 


f 


ax'^dx 
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aumentarvi V esponente della variabile di una unità , & 
dividere ciò che ne nasce per l esponente cosi aumentalo 
e pel differenziale della variabile. 

280. (^n questa regola integrasi facilmente qualunque 
monomio diOerenzialc algebrico , solo che prima sia ridotto 
alla forma che la regola suppone. 

Meritano peraltro attenzione questi due esempi 



che si accordano perfettamente cogli esempi del n.* 18, e 
che presentandosi spesso meritano esser tradotti in queste 
due regole speciali : 

[ integrale di una frazione dove il numeratore pa- 
reggia il differenziale della radice quadrata del denomi- 
natore , è uguale a meno /' unità divisa per la stessa 
radice quadrala ; 

l'integrale di una frazione dove il numeratore è il 
differenziale del quadrato del denominatore , pareggia il 
doppio del denominatore. 

281. In un sol caso la regola generale dei monomi sem- 
bra in difetto, ed è quando l’esponente della variabile è — i j 


poiché allora essa dà J' ax ^dx=^ , in vece di dare una 
funzione di x , laddove già sappiamo (277) che 

— I , . /*adx pdx , 

ax or, ossia / — — a J --t=a/ar. 

Ma bensì questo caso può desumersi dalla detta regola , 


o r - - ■ 

costante arbitraria C sotto la forma — 
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Vcd (li essa costante. liil'uUi con questo mezzo si à per integrale 
completo ^ — , e quindi - quando m = — i. Or 


questo risnltamento ò indeterminato soltanto nella forma, e 
ciò tiene ( come lo annunziammo in una nota al n.® 90 ) 
alla circostanza clic la funzione richiesta , la quale è alge- 
brica generalmente parlando , deve mutarsi in trascendente 
quando m= — i ; ma operando colla regola dal n.® gl 1 il 
rapporto dei eociricienti difTercnziali , presi rispetto ad in , 
dei due termini della frazione 


a ( a-m-f-i — cw-t-i ) 
tu 1 


è 


a ( Ar — le.em+i ) 


c facendovi «i=— i, dà alx—alc per espressione completa 
del richiesto integrale. Adunque pel caso di eccezione , se 
così vuol dirsi, in cui l’esponente della variabile è — i , 
basta ricordarsi che l'inle^ale di una frazione il cui nu- 
meratore pareggia il differenziale del denominatore , è 
il logaritmo neperiano del denominatore ; o pure basta nel 
monomio cambiar la variabile nel logaritmo neperiano 
di essa , e dividere il risultato pel differenziale della 
stessa variabile. 

282. 11 secondo principio del n.® 278 dà pure 

J* Aa^dx = la. f^dx =z^a^ , 

che non di raro si presenta. Questo risultalo , e in genere 
lutti quelli scritti nel n.® 277 si potrebbero tradurre in lin- 
guaggio ordiuarìo , formandone altreltanle regole ; ma noi 
non terremo questo modo se non per gl’ integrali che oc- 
corrono più volentieri. 

283. Alcune volte giovandosi , ove occorra , dei delti due 
principi, si cambia la forma del dato dilTorcnziale per modo 
che torni composto rispetto di qualche funzione X ò\ x , 
come alcuno dei differenziali dianzi notali è fatto por rap- 
porto ad ^ : o più generalmente , si ricorre a qualche op- 
portuna sostituzione (ti una nuova variabile alla primitiva , 
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sempre col fine di ridurre il d<ilo difTcrcnziale ad un altro 
di cognito integrale. L' utilità di questo artifizio nella inte- 
grazione come in tante altre ricerche analitiche , il quale 
polrehhesi dire principio delle trasformazioni o delle so- 
stituzioni, si funi palese in prosieguo; ma possiamo anche 
qui dame un saggio in alcuni esempi. 

I .* Il diifereuzialc dx sen { a -f- bx'^) diriso e mol- 

tiplicalo per mb prende la ioxaxdi^.mbx^^ dx^a{a-\-bx^) , 
per la quale è manifesto che , astrazion fatta dal cocflì- 
ciente ^ , si compone per rapporto ad o -f- nel modo 


istcsso die dx sen x è composto riguardo ad a: , e ciò pcr- 
chò mbx”' — 'dx = d{a-\-bx^). Adunque siccome abbiamo 
dal n.“ 2 ’j'j , fdxien X = — cosar, avremo parimente 

J* Ax^ '</arsen(a-+-Aar"*) = — ^ cos(a-t- òa'"*). 

«.“I differenziali , dove supponghiamo 

che m esprima un numero intero e positivo, non sono mo- 
nomi, nè equivalgono che ad un numero infinito di mono- 
mi rispetto della variabile ar ; ma è chiaro che suppo- 
nendo a + àar=z, e con ciò bdx=dz, si cambiano in un 
numero finito di monomi rispetto a z. 

Per tal modo, nel caso il più semplice rispetto di m, che 
è quando m = o , si ha 



/ jidx A p 

a-t-ix b «/ 


a-t-ix 
Adx A 


A 

b, 

dz 


(a-+-Ax)' 


_A /**_ 

I" à t/ *" 


^ = ^/z = i/(a-|-àa:), 

A A 

(« — i)bz ” — ‘ (n— i;6(a-hóx)" — *■ 


3.® Similmente il differenziale ^ar”r/ar (a + iar")»’ non 
equivale ad un numero finito di monomi in x , se non 
quando p si suppone intero e positivo. Nondimeno quando 
tosse m = n — i , ridurreblicsi ad un solo monomio in z, 
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qualunque si fosse il talore <li p , ponendo a + bX" = t , 
e quindi nbx*^'dx = di. Per lai caso dunque, non raro 
a presentarsi , avremo 




A A ( a-4-i *" 1 • 

nb /H-i nb 


E nel caso anche più speciale, ma pur facile ad incontrarsi, 
che fosse p-=—i , la medesima sostituzione ci darebbe 


rt=±iz=±i(a+ix-). 

»/ a-^bx" nbt/ z nb nb ' 

Osservando poi clic la cosa procederebbe affatto nello stesso 
modo , quando anche nei dillbrenziali espressi in 2 la z vi 
rappresentasse qualunque funzione algebrica o trascendente 
dia?, potremo affermare generalmente che quando un dif- 
ferenziale si può risoleere in due failori , uno dei quali 
presenta una funzione innalzata ad esponente costante , 
c r altro asirazion fatta dal ségno è il coefficiente diffe- 
renziale di tal funzione, si potrà effettuare l'integra- 
zione colla regola generale, o pur con quella di ecce- 
zione dei monomi ( 279, 281 ), secondo che il dello espo- 
nente sarà un numero qualunque , 0 segnatamente — 1 ; 
bene inteso che si applichi alta funzione ciò che in esse 
sta detto riguaido alla variabile. 


A." I differenziali -7— 

~ V .,'à. 


Adx 


-\-Adx 


-l-Adx 


\J a*-,~b‘x* ’ n*-4-6*a:» ’ b*x* —a^ 


ras- 


somigliano , prescindendo dai coefficienti dei termini, agli 

, . - 4 -e/.r -‘r-Hx -'ì-dx . • • , • 

altri — , — "Z = , 1 CUI integrali ci sono co- 

X\!x‘ — l ° 

gniti (277)- ìlla con un poco di riflessione si vede che po- 
nendo il lennine variabile dei denominatori eguale al ter- 
mine coslanto inulliplicato pel quadralo di una nuova va- 
riabi'c, cioè a dire ponendo b'x* —a*z* , e quindi bdxx=adz<, 
i deuomioalon si cambiano in prodotti di un faltor costante 
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c di espressioni falle in z come i denomidalori precedenti 
son fatti in x. Avremo dunque facilissimanfente 


/ Àdx A p dz A A ix 

- , ... ^ — r / - 7 ==-r arc.sens=---arc.8en — , 

Va»— Vi— s» ^ à o 

/ Adx A /* dz A A , 

; — =— / = arc.tanz=- arc.lan — , 

a*-\-b*x* abj i-H-s» ab ab a 

/ Adx A p dz A 

X\jb<^~x*—a' ~ ««/ Z\jz^i ~ a 


A A hx 

are . sec z =— are , sec — ; 

a a 


e basterà cambiare nei secondi membri i simboli aen,tan, 
aec, negli altri eoa, coi, cosce, quando i differenziali sog* 
getti al segno f nei primi membri fossero negativi. 

5 .* Finalmente differisce pure da di cut 
\ a'‘x—b*x* \ix—x* 

sappiamo (277) Tintegrale, nei coclEcienti dei termini; ma 
osservando che 


Va»* — — X* = b\J%i.x — i 


r* , dove 2* = 7 - 


a« 

ài • 


potremo cambiare il primo diflcrenzialc nel prodotto di una 
quantità costante per un altro differenziale affatto simile al 
secondo, con porre semplicemente x=xz. Cosi dunque avremo 



Adx 
a*x — b* 


X» 



A 

==Tarc.s.T.Z 5 = 


A 9.b* 

rarc.s.v . — x 

b a* 


o pure, in funzione dell’arco espresso pel coseno, 


/ 


Adx 


V a»x — à»x* 


A a* — zb*x 

; — arc.cos ; — ■ 

b a* 


284. Passiamo ora ad esporre il procedimento cono^auto 
sotto il nome di iniegrasione per parti , il quale per le 
funzioni differenziali di una sola variabile è il più fecondo 
in risultati , e senza di cui l’ integrazione dei difTerenzialt 
trascendenti riuscirebbe assai malagevole. 
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Abbiamo dal n.” 29 

« 

d. uv = udv + vdu ] 
quindi recipd^^amenlc 

uv =f{udv + vdu) = fudv -\-fvdu , 
ed in conseguenza 

fudv = uv — f ’jdu . (A ) 

Adunque supponendo posto un dato diflercnziale Xdx sotto 
la forma udv, cioè a dire solfo la forma di prodotto di una 
funzione Gnita » della variabile or, e di una funzione diflc- 
rcnzialc dv di questa medesima variabile, il cui integrale v 
sia cognito, la ricerca dell’ integrale è ridotta a quella 
deir integrale mediante la formula (A), che resa in lin- 
guaggio astratto ci dimostra che i’ integrazione per parti si 
effettua i.° risolvendo il proposto differenziale in due 
fattori , uno finito , /’ altro infinitesimo e di cognito in- 
tegrale ; 2.” moltiplicando questo integrale tanto pel f at- 
tor finito che pel suo differenziale ; o.* e infine toglien- 
do dal primo di questi prodotti /' integrale del secondo, 
che è quello da cui si fa dipendere l’integrale cercato. Se 
per ventura il nuovo integrale npn differisce dal cercato che 

f »cr qualche cociiicientc costante da cui si trovi affetto , 
'equazione (A) non avrà d’ignoto se non un solo integrale, 
che sarà quindi subitamente determinato ; ma nè ciò avviene 
generalmente , nè costituisce l’ oggetto di questo metodo , il 

3 uale non mira che a far dipendere l’integrazione di un 
ifferenziale più composto dà quella di un differenziale più 
semplice , aftin di pervenire , mercè l’ uso ripetuto dello 
stesso metodo, ad una integrazione che sappiasi elfettuarc. 
E siccome la maniera di scrivere il proposto differenziale 
Xdx sotto la forma udv può variare indefinitamente , ben 
si vede la possibilità intrinseca di raggiungere l’indicato 
scopo. 

• Del resto , anche quando col metodo in discorso non si 
può compiere la integrazione con un numero finito di ter- 
mini ( o perchè ciò ripugni intrinsecamente , o perchè rion 
siasi adottato il miglior modo di porre il differenziale Xdx 
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sotto la forma udv ) , l’ uso continuato ed uniforme di esso 
produrrà una serie infinita, che ove sia convergente porrà in 
grado di valutar per approssimazione il richiesto integrale. 

Per dimostrare con alquanti esempi ciò che abbiamo as> 
serito circa l' utilità della integrazione per parli , suppon* 
ghiamo in i.® luogo dy=a 3 f^dx. Paragonando questo dif- 
ferenziale alla forraola udv^ potremo in questo esempio sup- 
porre semplicissimamcntc 

u=ax!^, e do=dx\ donde du=maX^—*dx , e v=x. 

Quindi l’equazione (A) ci darà 

fax”'dx—ax”‘-^’ — Jmax^dx= oar"- 4 -* — mfax^dx , 

dove si osserva che il nuovo integrale non è diverso dal 
primitivo. Risolvendo però questa equazione per rapporto al 
medesimo , preso come ignota , avremo 


/ 


axf^dx = 


w-f-t 


ed 


CT-J-l 


C: 


di accordo colla formola ritrova nel n.® 279. 

2,” Sia ora di/ = xdxcosx. Risolvendo questo differen- 
ziale nei fattori x e dxeos x , avremo 

u=x , dv = dxeos X , e quindi du = dx , v = seax. 

G)u queste sostituzioni la formola generale (A) ci dà 

Jxdxcos x = x senar — fdx sen x , 

dove il nuovo integrale non solo fc più semplice del pro- 
posto , ma bensì cognito ed eguale — cos ar , per modo che 
abbiamo 

fxdxeosx=xs&ox-\-cosx, ed y=a?senar + cosar-f C.‘ 

Se in questo esempio il difierenzialc xdxcosx si fosse ri- 
soluto nei fattori xdx , e cosar ; o pure dx ed xeosx , 
r integrazione per parti sarebbe tornata inutile , poiché ci 
avreblie condotti, come facilmente può vedersi, all’ integra- 
le Jx'dxsenXf più composto del primitivo, e però tenuto • 
incognito ancor esso. 
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3.* Sia Enalinenle dy—-r=dx. Ponendo nelle euccessiya 
integrazioni per parti 

ssar"”*, = ec. e éTo s= c*<fe , si à 
’ /* «* ^ — ** ‘ r e* , 3 p (Fdx 

J Ì77r^~'^x’lJ arl/i“"a-l/5‘^V a:*|/* ’ 

/ e®rfx_ e* /»e^ p fFdx _ e” ,_7 

X*l/x X*|/i 2i/ x’J/i 2»/ **1/5 

e co^ di seguito indefinitamente. Quindi risalendo gradata* 
inente all’ integrale primitivo , sara 

y’^‘*'=ìS(' +S + 4J: + y'*'S + “' ) • 

serie di leffce manifesta, e in generale convergente pei va* 

• • • • 1 11 » *É V 


lori di X maggiori dell’ unità. 


Per lo stesso esempio facendo nelle successive integrazioni 
per parti 

t t, i, JL , 

tt=e»,c dv—x •dx,s=sx*dx,ssx*dx,e=sx*dx,ec. 
si .ottiene 

J^dx= 2 e'\/i- \fidx,J' i* . V5flte= fx^dx, 

pe^,,x^dx=\e^T'-lJe=^x^dxfe^je'dx=^Y^^ 

e cosi di seguito. Per lo clie l’integrale primitivo risulta 
espresso da 

Vi (. -f + S- + «• ) • 

serie. di assicurala convergenza ( 83 ) per tulli i valori di x. 
finn maggiori dell'uuilà. 
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XV///. Integrazione delle funzioni razionali 
intere o frazionarie. 


a8i>. Le funzioni razionali iiilcrc essendo , o polendosi ri- 
durre ad un numero Dnilo di monomi razionali, la loro in- 
tegrazione può tenersi effettuata mediante la regola dei mo- 
nomi pel caso generale e per atiello di eccezione (n.* 279, 
281). Possiamo dunque senz’altro passare alle frazioni ra- 
zionali. La forma |ùù generale di esse è da principio 


oar”*-}- • -H cx“— • -t- 

-i- -t- . 


■^dx 


/ 


I 


dorè a , ù f e, . . , f^ c g , ti, . . . l esprimono coefB- 
cìenli costanti qualunque , i numeri poi m ed n possono 
supporsi ad un tempo interi c positivi. Ma dobbiamo osser- 
vare che quando il grado tn del numerulore , i)cr rapporto 
alla variabile x , c maggiore o eguale al grado n acl de- 
nominatore, si può colla semplice divisione algebrica mutare 
la frazione che moltiplica dx in una funzione intera, cui an- 
drà unita ima nuova frazione dove il grado del numeratore 
sarà minore, almeno di una unità, del grado del denomina- 
tore : e cosi l’ integrazione della funzione intera essendo co- 
gnita , il problema sarà ridotto al caso in cui m ù al più 
eguale ad n — i. 

286. Ciò posto sia in generale 


fjfl 

F(x) 


una frazione razionale, dove F (x) dinota un polinomio in x 
del grado n, della forma x" -f- gx ” — * + + ..+/; 

ed f (x) un altro polinomio in x di grado non maggiore 
di n — r. 

Supponghiamo decomposta la funzione F (x) in fattori reali 
di primo c di secondo grado in x, e ciò fingendo F{x)—o, e 
risolvendo questa equazione coi metodi conosciuti. Dinotando 
con a , a, , aa , ec. le radic i reali , e con « ± > 

«•dr/ 3 , V^j cc. le radici immaginarie, 
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snrnnno x — a , x — a, , x — ar* , ec. i fattori semplici 
corrispondenti a ciascuna radice reale, ed {x — + 

{x — a,)* + |3i* > — *2)* + /3a* , ec. i fattori di secondo 

grado corrispondenti a ciascuna coppia di radici immaginarie. 

Trattando in primo luogo il caso che non v’abbia radici 
eguali , osserveremo che può allora supporsi 

f(x) ’À Ài , A* 

iTT — = 1 f" ec. 

t X — a X — a» x — a% 

Mx-\-N Mix-^N, M^x-JrN, 

(i— (ar— (ar— 



mercè valori costanti e reali di , Ai, A^, ec. M , Mi , 
Jth, ec. ed N, Ni, N^, ec. ; poiché riduccndo le frazioni 
del secondo membro al medesimo denominatore, che sarà P{x), 
e formandone una sola, il numeratore di questa sarà del 
grado n — i , e quindi si renderà identico al polinomio f (x) , 
eguagliando ciascuno a ciascuno i coefficienti dei termini 
dello stesso grado : con che si avranno n equazioni di pri- 
mo grado, giusto quante sono le dette costanti indetermi- 


f(x) 

nate. In questo modo la frazione proposta*'-^ si troverà 
spezzata in frazioni parziali di forme non diverse dalle 
due ® conseguenza si sarà ridotto 

r integrale 




{Mx+N)dx 

(g— 


287. La determinazione delle costanti che si trovano nei 
numeratori delle frazioni parziali esigerebbe in generale as- 
sai lunghi calcoli , qualora si volesse effettuare colla risolu- 
zione delle pocanzi cennate n equazioni di primo grado. Per- 
tanto esporremo un altro metodo valevole a renderla faci- 
lissima. 
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Sia da trorarsi il numeratore A della prima frazione sem* 
A 

plice ^ ^ » e ponghiamo per brevità 

F {x) = { X — a) 0 {x) , 

dinotando con ti{x) il prodotto di lutti i fattori del polino- 
mio F{x), tranne x — a. In luogo della precedente equa- 
zione (i) potremo scrivere semplicemente 

f(x) _ A g (j) 

f{x) x—a <f (x) ’ 


dinotando con •sf(x) una funzione intera di x di grado in- 
feriore a quello ai ^{x}-, e cosi moltiplicando i due membri 
per F{x} avremo 


f{x) = A 


F(x) 
X — a 


+ 


g(T)./’(x) 
9 (a-) 


Ora in questa equazione , cln si suppone identica del pari 
che la precedente, ponendo a: =a, la frazione moltipllcata 


per A diviene -, e quindi ci dà (g 4 .) per vero suo valore F'{a), 


che altronde non può esser nullo perchfe le radici deH’cqua- 
zione F {x) = o si suppongono disuguali (*). La frazione se- 
guente poi si riduce a zero insieme con F{x) di cui x — a 
è un fattore, perchè 9 fa:) composta di fattori tulli diversi 
.da X — a non si annulla quando a: = a , nè allora diviene 
inCnita to' {x) che è una funzione intera di x. Adunque 


/{a) = A. F' (a), e quindi A = : (2) 


il che ci dimostra che per avere i numeralori delle fra- 
zioni parziali di una dola frazione , corrispondenii alle 
radici reali e disuguali che si hanno eguagliandone a 
zero il denominatore , basta formare col numeratore e 


(*) E questa ima conosciuta proprietà dell' equazioni algebriche , e 
si può leggere negli elementi di algebra del Sigaor Lacroiz ai nu- 
meri ao5 e ao6. 
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colla derivala del denominatore un altra frazione j e in 
questa sostituire le dette radici alla variabile. 

288. la sirnil modo si possono Irovare i numeratori delle 
frazioni parziali corrispondenti alle diverse coppie di radici 
immaginarie. Infatti osservando che può supporsi 

Mx-^N P^Q \/ — I , P — Pl/ZTT zP{x — 

(«— X — — I X — a — i^l/— ^ {x — ’ 

è chiaro che so si conoscc-ssero P c Q, saprebbero iin- 
nicdialaiuentc M ed .'V per le quali abbiamo 

M—'iP, ed N— — 2.P3. -|- 2.Q?. 

Ora per riguardo allo ignote P q Q, applicando il ragio- 
namento tenuto dianzi all’iina o all’altra delle frazioni aventi 

per denominatori cr — * -+- /3 y/ — i , o x—a. — !^\j — 1, si ritro. 

va elio esse ignote debbono soddisfare all’ una o all’altra 
dell’ equazioni 


P^Q\1~ 


/(a— ppCIT ) 


P-QM~ 


_ ■) 




il cui accordo si ravvisa facilmente per l’algebra, c in virtù 
di osso basta una sola equazione a determinare insieme Pe Q, 
partendola (dopo averla liberala da rolli) in due equazioni 
distinto, con eguagliare separatamente fra loro i termini reali, 
c quelli moltiplicali per V — i. (*) 


(*) Crediamo utile aggiungere che si può cfrclliiare la ricerca 
di M cd N senza passare per gl’immaginari , il cui uso potrebb’ essere 
di qualche imbarazzo ai meno provetti. Difatti possiamo supporre 


ammettendo che 0 ■ai{x'\ abbiano significati analoghi a quelli del 

caso precedente. Allora liberando da rotti la seconda di quest’ cqiia- 
zioui , si à 

/(x) = ( -t- iV’ ) <p ( j) -t- [( a- — * ) • -t- • ] « ( J-) , 


« questa diviene semplicemente 

y (r) = ( Mt -j- A) <0 (r) , supponendo ( — * )* "f- 1^’= <»• 
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289- Siipponghiamo ora che 1 ’ equazione F{x)s=o ab- 
bia k radici reali eguali ad a. Allora non sarà lecito sup- 
porre 

/(j)_ À, _£j_ . -{--dL 4. 

F{x) X — a X — a ‘ " ’ * — a <p (x) ’ 

perchè questa equazione , a motivo della indeterminazione 
dei coeifacienli y/, , ,...,Ak non è in sostanza di- 

versa dall’altra 

/(J?) _ ^ 

F{x) X — a <p(x) ’ 

^dovc più non abbiamo il numero delle indelcrminate neces- 
sario per istabilire la identità ; e in conferma dell’ errore la 
regola dianzi recata (287) ci darebbe per ciascuno dei nume- 
ratori At, A,, A,, Ak un valore infinito, essen- 

do F'{a) = o , a motivo che l’ equazione F'{x) = o à più 
radici eguali ad a. Bene però può supporsi 

Jjx) , A, ■ Ji—I . <g(r) 

F(x) (x— o)* ' (x — a)i — — a)*—» x — a~^<p(x)’ 

Ì )oichè riducendo tutte le frazioni del secondo membro al me- 
esimo denominatore , che sarà F {x) , la somma dei nu- 
meratori sarà del grado n — i come il numeratore J" {x) 
del primo membro; e quindi potrà esservi identità fra l’una 

e l’altro disponendo delle costanti , A», Ait—t. 

Per determinare i valori di queste costanti osserviamo che 
dopo la indicata riduzione al medesimo denominatore, la prc- 
cedente equazione diviene 

f{x) = Aif(x) + A, {x — q) {x) +A,{x—a)' (ar) -f . . . . 
+ Ak—i{x — {x — (x). 


Ora queste due ultime equazioni bastano a determinare M tà N senza 
far uso di espressioni immaginarie. Difatti la prima di esse può abbas- 
sarsi facilmente al primo grado per rapporto ad x, mediante la seconda 
che ci dà per x*, e poi successivamente per x* , x^ , ec. altrettante 
espressioni di primo grado in x. Quindi nell’equazione di primo grado 
eguagliando fra loro separatamente i termini costanti, e quelli affetti da x, 
si avranuo duo equazioni atte a determinare M eà N^. 
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Ora di questa equazione le derivate di primo ordine , di 
secondo, di terzo, ec. nel farvi x = a ci danno 

f {a) = Ao (a), 
f [a)=Ai^' («)+ ^.9 (a), 
f\a) = ^9" la) + 2 y/. 9' (a) + 2 . i 9 (a) , 
f"(a) = At^"'{a)-{-'òAt 9"(rt) + 3. 2 A» 9'(o)+3.2.iy/,9(a), 
cc. 

e quest’ altre equazioni ci pongono in grado di calcolare suo 
cessivamente i valori di A , Ai , Ah , , . . Ak — i, ec. 

290. Àliorclic la radice a è incommensurabile , son tali 
ancora i coelDcicnti del polinomio <^{x) che devesi trovare 
colla divisione del denominatore F [x) per (ar — o)*, quando 
anche quelli di F {x) fossero razionali; ed oltre a ciò il poli- 
nomio 9(j-) varia coi diversi fattori simili ad (x — a )* che 
il denominatore F{x) potrebbe ammettere. E dunque utile 
saper calcolare le quantitù 9(0) , <^'{a) , 9"{a) ec. , che en- 
trano neirequazioni (4), indipcndenleniente dal polinomio <i{x), 
A tal (ine si osserverà che prendendo le derivato successiva 
deli’ equazione 

F{x) = {x — x)^c}{x) , 

quella di un ordine qualunque indicato da i si trova essere 
/■(0(j)= A(/i— 1)(4'— 2)...(A— j‘+i)(x — »■ .9(3:) 

-1- tk{/c — 1)(4- — 2)... (A — i'+2)(x — 9' (x) 

+ ... i)(A— 2)...(A— f+ 3 )(ar— o)*-«+«.9''(ar) 

( 4 _i )(/r-2). . .( 4 -,-+ 4 }(x-fl)^+ 3 . 9"'(ar) 

+ 

4 - (x — a)* . 9 ( 0 ( t ), 

e quindi facendovi successivamente i= 4 ,= 4 -|- 1 ,=A-|-2, ec. 
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e nel tempo sl^o ponendo x = a, se ne desume 

k\k — \)[k — 2)... 3 . 2.1^ (a),\ 
*)(«)= (A+i)A(A — \){k — 2)... 4. 3 . 29' (a),f 

F(i-h^)(a)= (A+2)(A-+i) 4-(A— i)(A— 2 ). . .5.4.39" («),( 

/’(*+3)(a) = (A+3){A+2)(A+i)A(A-i)(A— 2). . .6.5.49'» j 


( 5 ) 


ec. 

c così le quantità 9 (a), 9' (a), 9" (ff), cc. si trovano determi- 
nate mediante i valori che prendono le funzioni derivale de- 
gli ordini A , A -f- i , A + 2 , ec. del denominatore F(x) 
quando vi si pone x = a. 

291. Suppongliiamo finalmente che l’equazione F{x)=o 
ammetta A coppie di radici immaginarie eguali ad a. ± ^\J— 
così che [(ar — »)• + / 3 *P sarà un fattore di F{x). Allora si 
potrà supporre , come nel caso precedente e per la stessa 
ragione 

f(x) Mx -i-N MtX->rNt <gfj) 

t\x) [(x— [(x— [(x — ' <p(x)’ 

avendo sempre •ss' (ar) c 9 (ar) significati analoghi a quelli de- 
gli altri casi. Questa equazione liberata dai rotti con ridurre 
quelli del secondo membro allo stesso denominatore del pri- 
mo membro , diviene 

/•(x)=(i!/x-fiV)<p(x) + {Mrx + N, ) [(x-.)*-f ;3.] 9 (x)+... 

Ora se in questa equazione c nelle sue derivale di primo 
ordine , di secondo , ec. si supponga da principio soltanto 
{x — * )* + o, avremo 

/ {x)={Mx + 9 (a-) , j 

/' (a-)=±(7l/r + TV) 9' [x) 2 (M, )(ar— •«)] 9 (ar),j 

f"{x)={JfJx+JV) 9" (a*)-}- 2 [iV-f 2 {Jff, x+/V,){ a:— a)] 9'(ar) -f | ^ 

+2[i?/.ar + 7 V^, -f 2y^/,(ar— ») + 4 '(^— 

ec. 
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e queste poi , con sostituire ad a* , e con divi- 

<]crc ciascuno dei risultati in due equazioni eguagliando 
Separatamente fra loro i termini reali e i termini immagi- 
nari , daranno tulle l' equazioni che si richieggono per ue- 
termiiiare successivamente a due a due le costanti M , N \ 
Mj, Ni-, N%\ ec. 

292. Qui pure osserveremo , come nel caso precedente , 
che il calcolo delle costanti M, N, M,, N,, iW, , N,, cc. 
si può rendere indipendente dai polinomi (?(z), 
cc. servendosi dell’ equazione 

F{x) = \_{x-xy+n^^(x), 

e sue derivale degli ordini k, Ar-f-i, A + 2...2A — i; e 
in esse facendo da principio le sole riduzioni che nascono 
dal porre {x — »)*-j-|3* = o. L’espressione di F(>){x) sa- 
rebbe per questo caso molto più composta che non è quella 
del caso precedente ; altronde è anche raro nelle applica- 
zioni che l’esponente k sia soltanto eguale a 2, o pure a ’ò. 
Noi dunque saremo conienti di notare i risultali che cor- 
rispondono a queste due sole supposizioni particolari quando 
(x — r. )■ -f- /3*=o, e che sono rispettivamente: 

F' {x)= 8(a: — 

F'" (x) = 24. ( a: — » ) 9 (x) + 24. ( a: — » )’®'(x) 
e 

F"'{x)= 4-8(x — a)*9(x) , 
f’'” (x)=288(x— a)*(?(x)-f I92(x— , 

F^ (x)=72o(x— a) o(x)-fi44o(x — a)*9'(x)-t-48o(x — a)^9"(x).^ 
Nella prima supposizione si sostituiranno nelle due prime 
dell’ equazioni (6) del n.“ precedente i valori di 9(x)e9'(x) 
tratti dall’ equazioni (7); e nella seconda supposizione si por- 
ranno nelle tre equazioni del n.“ stesso i valori di 9(x),9'(x), 
e 9"(r) desunti dall’equazioni (8). E dopo tali sostituzioni sì 
farà l’altra di «i/Sy/ITTin vece di x, per aver precisa- 
mente tante equazioni quante sono le ignote, (*). 



(•) Dopo la noia precedente è presso che superfluo il ripetere che 
iu luogo dell’ ultima sostituzione si potrebbero ridurre l’ equazioni (6) , 
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2g3. Dopo le cose precedenti, è chiaro che per compiere 
questa teoria non resta se non ad integrare le frazioni 

jldx Adx (Mx-^N)dx {Mx-\-N)dx 
x—a ’ {x—a)k ’ (x — 


Le prime due sono ad evidenza casi particolari di quelle 
considerate nel n.” «83 , a.°, e però abbiamo subitamente 




a)kr-i 


294 .. 3." Per riguardo alla terza, sostituendo ad x—x una 
semplice variabile potremmo ridurla a due frazioni integrate 
nel n.” «83, 3.** e 4-*; nia ciò equivale, adoperando il prin- 
cipio delle trasformazioni, a scrivere successivamente 


Mx-[.N dx 


{Mx-^N)dx M{x—d)dx jS /3 


31 ^{x^d)dx . 
a (ar — p 


dx 

T 


(^)+' 


Il primo di questi differenziali à per fattor variabile una 
frazione il cui numeratore è il differenziale del denomina- 


o quelle che si ottengono eliminando da esse <p(«), 9'(x) <p"(x), 
ad essere di primo grado per rapporto ad a; , medìanle 1’ equa- 
zione (x — «)«-t-p*=3o: e cosi evitcrebbesi l’ impiego dell’ espres- 
sioni immaginarie. Del resto futilità delle formole ( 5 ), (7), (8), e 
forse anche di questa nota c della precedente si fa appieno palese nella 
applicazioni numeriche ; ed a tal fine proponghiamo ad esempio la fra- 
zione che abbia pel numeratore J(x) l' unità, e pel denominatore 
il polinomio 

a?8 — Ux6 — ioa?5 8*4 3o*s a la-z _ aox — 2 S, 
che eguagliato a zero dà 

x=i, x=s — I, x = 2,094. . x = — I, o 4 y. . .d:(')i 35 . . 
e queste ultime tre radici vi sono ripetute due volte. 

35 
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lore ; e il «ocondo & pure per faltor Tariabile un diOeren* 
ziale formalo con v* nel modo stesso che è formala 
con X. Dunque per le cose delle nei n.*28i e 283 avremo 


, X — a 

-arc.tan- 


? 


? 


295. 4 -° Finalmente per la quarta frazione abbiamo 

(3fx-hN)dx M(x — n)dx . (M»-i-N)dx 

l(a;— [(x— ’ 


e la prima di mieste duo parli , che si può anche scrivere 
sotto la forma M{x — a.)dx.[{x — *)* + ; 3 *]— ci pre- 
senta due fattori , uno dei quali è una funzione innalzata 
ad esponente diverso da — r , l’altro poi , aslrazion fatta 
dal coelTicicntc JII, c il differenziale di tal funzione. Avremo 
dunque ( 283 , 3 .° ) per tal parte 



M{x—»-)dx 

[(x— 


M 

2(it — j) [(x— »)*-+- 


Riguardo poi alla seconda parte 


(M^-*r-mde 

l(x— 


ldi.-\-N dx 
^%k—i ^ 




potremo trovarne l’integrale nel modo seguente. 


Fongbiamo 


X — » 


dx 


? 


= s . dal che risulta — — dz. Cosi 

• A 


? 


r ultimo diflercnziale diverrà 


dz 

jS** — « (4«-j-x)Ì 


, e non si 


tratterà che d’ integrarne il fattore variabile. Ma questo, ag- 
giungendo c sottraendo z'dz al suo numeratore , si può met- 
tere sotto la forma 

</z %*dz 
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dunque sarà 

/ Js _ /* ■ 

t/ — i »/ {z‘ 


Z*di 




Ora considerando in quest’ ultimo integrale i due fat* 
tori » possiamo applicare al medesimo- 1’ in- 

tegrazione per parli , essendoci nolo l’ integrale del seconde 
di questi fattori , che scritto sotto la forma 2Z(/z (z*-|- i ) — * 
presenta le medesime circostanze del differenziale poco fa. in- 
tegrato. Abbiamo dunque per ini mezzo 

/ z'dz s I , I 

a * (A— J 9 (A — *■ 

e quindi , sostituendo nell’ equazione precedente , 

/ dz z zk—S p di 

z{k — I %\Ji — i)t/ (s'-t-i)*— I ' ' ' 

Mediante questa formolo si fa dipendere, com’è chiaro-, 
l’integrale cercato da un altro della stessa natura, ma d(H-e 
l’esponente di z* + i si è impicciolito, di una unità. Per 
ciò nella stessa formola, cambiando k in k — i, in k — 2 , 
in k — 3^,... e fìnalmenle in 2 , i nuovi integrali cui si ri- 
durrà il dimandato saranno successivamente- 

/ dz p dz p dz p dz 

r ultimo de’ quali fe noto ed eguale ad arc.tam. La for- 
mola generale poi che esprime l’ integrale di cui si tratta, 
e che si ptliene coll’ indicato mezzo è la seguente 

. . /. « I. U 


ii— 1 *^ — a X: — a Xr — 3 


/i 


dz 




1 

(z'4-i)* 

i—3' 

-fc-4 

*-} 

£. » 

i ■ ^ 

>t— 3' 

'* 3 9 


+ 


I * t » l; i » 1 I 

-f ^ - 5 — ì 7— : ì ■ ’ arc.lanz. 

' Jt--l *— 9 3 9 1- 
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Adunque rimcUcndo per z in questa espressione il suo 
Talore , e poscia moltiplicando per si avrà rinle- 

crale 1 che costituisce la seconda parie del ri- 

chiesto integrale 

296. É bene osservare che quando A=i rinlegralo C — — 


dipende per la formala (A) da fdz=iz , e che per ciò se 
questa ibrmola allora sussistesse, l’ integrale sarebbe algc* 
brico, mentre in verità ò trascendente ed espresso da arc.tani. 
Avviene però che la formola (A) elude la contraddizione col 
divenire in tal caso 00 — 00: nuovo esempio di una funzione, 
clic dovendo cambiar natura nel dare ad una quantità da 
cui dipende un valor particolare , assume allora una forma 
indeterminata. 


'XXI F. Integrazione delle funziorù differenziali af- 
fette da un radicale di secondo grado. Binomi dif- 
ferenziali irrazionali. 

297. Quando le funzioni differenziali algebriche sono ir- 
razionali , non si c certo in generale di poterne compiere 
l’integrazione sotto forma finita, e il mezzo principalmente 
in uso per giungervi consiste in sostituire alla variabile pri- 
mitiva una nuova variabile, stabilendo fra l’una c l’ altra 
una relazione tale che il differenziale proposto , da irrazio- 
nale qual’ è in funzione della prima , sia razionale in fun- 
zione della seconda. 

Il caso più esteso in cui sia corta la riuscita di questo pro- 
cedimento, c quello in cui l' irrazionalità della funzione pro- 
posta nasce solamente dalla presenza di un radicale qua- 
drato , che affetta una funzione intera di secondo grado , 

come \ja-\-l>x±cx* ' dove «, b dinotano costanti qualunque, 
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e e una costante positiva. Senza restringere la generalità 
del radicale , si può supporre e=i , il che lo rende più 


semplice. Ciò difalli equivale a cambiarvi x in , ovve- 

ye 

ro a supporre x = — , conservando alle costanti a e ^ la 


loro indeterminazione. Per tal modo la irrazionalità in di- 


scorso terrà alla presenza del radicale VoHhTz+z* , c si fa- 
rà sparire diversamente secondo il segno che afTclta il ter- 
mine s*. 

In primo luogo sia questo segno il -{-• Allora dinotando 
con / un’altra variabile, si porrà 


dal che segue 

f—a / . . , , ^ 

“ = S 5 T 4 ■ |/ «+«*+2 = 


2/+Ò ( 2 l+bf ■ 


valori la cui sostituzione renderà certo razionale il diflercn- 
ziale proposto. 

290. In secondo luogo sia — il segno di cui si tratta. No- 
tiamo da prima che qui s’intende operare su quantità reali, 
c per conseguenza su valori di z tali da render sempre reale 

il radicale \Ja-\-bz—z*. Però il trinomio a-\-bz — z” si sup- 
pone positivo, e Tequazione z* — bz — a=o avrà in con- 
seguenza radici reali. Or dinotando queste radici con p e p, , 
sarà 


z*— — c=(z — p)(z— p.) , e quindi a-fàz — z*=(z— p)(p, — z). 
Ciò posto, se chiamando / una nuova variabile ponghiamo 

\Ja-\-òz—z' = V(-— f) (?« — »>== 
se ne dedurrà 


z=f^:±^l 




(p— .. a(f— . 


e questi valori renderanno razionale il differenziale proposto 
senza punto iulroduivi espressioni immaginarie. 
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299* Iq questo medesimo caso del segno — , ritornando 

al radicale primitivo ya-t-ó*— ca;» , si può supporre il pri- 
mo termine a= 1 quando è soltanto positivo , e ciò senza 
restringere la generalità del radicale, e senza introdurre im> 
magi nari. Difatti nulla impedirebbe di scrivere il radicale 

sotto la forma ya.a/ i -j- -x , dove Vò è da te- 

r a a 


nersi in conto di un coelEcicnte noto e reale , e per la in* 
determinazione di ò e o si possono conservare questi sim- 
boli al luogo di - c 
° a a 


Ora supponendo 

V*“*“^*““r** ~ 2r/-— T f 

se ne desume 


/•-H? 


V i-t-6x—cx* 


#■+3 / — e j c)<// 


ed è chiaro che la sostituzione di questi valori deve rendere- 
razionale in t il proposto differenziale. 

3 oo. Dalla teorìa passando agli e$«np} , la sostituzione- 
del n.® 297 dà 


ossia, rimettendo 2 -J-ya-4-ó*-t-*« per /, 

f = /[ 3 + 22 + 2 . 


Indi per restituire al radicale la forma primitiva in x ba- 
sta sostituire xSè a 2, e nel risultato cambiare 3 Ve in 3 , 

e per conseguenza 3 in . In tal mode supponendo 


dy = 


Jx 

V a-i-bx-f-ex* * 


(0 
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Bt à per integrale particolare 

[f^+ ® “ V.+Ì.+C-] , 
e per integrale completo 

y—^ / + Ve* ^ + c , (I) 

intendendo risoluta l’espressione sottoposta al logaritmo in 
due fattori , un dei quali sia 2 ; e supponendo compreso 


/a 

nella costante arbitraria il termine costante , che per tal 

yo 


mezzo farebbe parte del secondo membro. 

Se il differenziale proposto fosse particolarmente 

sì avrebbe a = i, b = o, c = i; e però il precedente in- 
tegrale completo ci darebbe 

y = /( ir + N/i-t-a;») + f7. (II) 

Questo integrale potevasi dedurre il primo dalla formala 
precedente in z c ^ , e da esso per contrario potevasi far 
dipendere ( so fosse tornalo conto ) l’ integrazione del diffe- 
renziale (i) mediante un’altra sostituzione alta a ridurre il 
trinomio a binomio, e identica a quella per la quale si usa 
•liberare l' equazioni dal secondo termine. 

3 oi. In simil modo la sostituzione notata nel n." 298 dà 

P . = — 2 P — — narc.tan/, 

J yja-i-bz—z* J i-t-t» ’ 

ovvero, per esser /= in virtù della equazione fra / e « 

del citato n." , 

/ </z \/p, — s 

77=== =; — aarc.tan ■ . . 

1 a-\rb% — *• t/ H 
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Ma sappiamo dalla Irigonoraelria che 

a|/(a— pXf> — *) 

- ^:=arc. tan i — — — ■'= 


, 8|/(i— pXf— 0 
nrc.lan-i^-^^ — — ’ , 

p-f-pi— 2S 


|/ 2 — f> SS 

ed è nolo dall’algebra che p + p, , dunque adendo 
riguardo all’ equazione V(s— s) = o+is — s* , sarà 

Z\ja-k-bz — a* 


/ 


\a-^6z—z' 


= arc.lan 


£ — 22 


Dopo ciò se in questa formolo sostituiamo xVc a 2 , e 
nel risultalo mutiamo àVc nella semplice indeterminata 6, 

e conseguentemente 6 in ayremo l’integrale completo di 

V ^ 

dx 

du — - i/ — = (3) 

y a -\-bx — ex* ' ' 

nella espressione 

I , 2|/'c’. I/a-+-Ax — ex* , 

y=v;“r'->““ T =^. — +®- 

ovvero , passando per le note formole di trigonometria dalla 
tangente al seno , 

y =— :=arc.scn ■ ^ + C. 

" l/c I/4UC-+-Ó* ' 

3o2. Questo esempio ci porge l’ opportunità di osservare 
che alcune volte si fa meglio a lasciar irrazionale il diffe- 
renziale proposto , se si à il mezzo di ridurlo ad altro pur 
tale ma d’ integrale cognito. Difatli adoperando qui la so- 
stituzione motivala sul finir del n.”3oo, ponghiamo z=/+ . 

Avremo 


/ 


dz 


V 


= f^—ÉL— 


-=arc.sen 


al 




:arc.sen 


IZ A 

V4«-H* 


in virtù di quanto abbiam trovato nel n."283, 4-" Quindi 
ritornando al radicale primitivo in x coi soliti cambiam^tij 
avremo per l’integrale completo 

+ ('*>) 
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Questa espressione sembra diflerìre della precedente nel se- 
gno del seno , ma questa diflerenza si riconosce subito por 
costante e con ciò legittima , se si rifletta che tale è pur 
quella degli archi aventi seni eguali e di segni contrari. 
Nondimeno la della ultima espressione si può preferire olle 
altre , a motivo che pel caso particolare 

dt/ = y==^y dà subito are. sena? -f-C , 

come altronde sappiamo (277). (*) 


(*) Da quest'ultimo e semplicissimo esempio toglieremo occasione di 
notare che la inlegrazione può laWolla rendersi utile a dimostrare , 
comunque indirettamente , alcuni teoremi importantissimi di algebra 
superiore. Ditalti, applicando al deUo esempio la formola (I) si avreb- 
be l’ espressione immaginaria 


y = 


y-i 


1 X* ) -+- C. 


Ora perchè siavi accordo tra essa e quella di sopra, fa mestieri attribuire 
lo stesso valore alla costante arbitraria , perocché in ambedue la parte 
variabile divien nulla iusieme con x. Adunque 


are. seti 


X = |/i — xr* ), 


ovvero, ponendo arc.senx^<p, donde ar=isen<p, c [/i — xr»=acos.<f, 

/ ( cos <p-+-p/.nr.scn <p ). (A) 

Da questa formola, con passare dai logaritmi ai numeri, si A l’allia 
non meno importante 


« = cos <p J/Hr. scn 


chs unitamente alla sua coiijiigala 


(R) 


c = cos «p — 1/ — I . sen f 

oi danno queste notevoli espressioni di sen «p e co; (p: 

scn 9= J cos 9 = ^ 


2 \/ — 1 


.(O 


36 
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3o3. Osserveremo lilialmente che si può rendere rnziunule 
nnclie un dilfereuziale che contiene due radicali (jundrali di 
funzioni intero e di primo grado, come a dire V o-t-ix , e 

\a'-^b'x. Difatti supponendo \ a-i-l>x=z, si ù 

• , e v/o^-^6*Jc= -7= \Ja'b — ab'-rb'z* ; 

yb 


, dx=- 


per lo che il risultato in z non presentando che un solo ra- 
dicale quadrato di una funzione intera di secondo grado , 
se ne potrà liberare per le cose precedenti mercè una nuova 
sostituzione. 


Differenziali binomi. 


3o4. Si dà questo nome al dincrenzlali della forma 

B 

dx {a bar*)^ , (1) 

dove a, b dinotano quantità costanti; ni, n numeri (|ua- 
lunque, e p, q numeri interi. L’esponente di a” fuori la pa- 
rentesi è scritto sotto la forma m — i per semplice comodo 
del calcolo. Osserviamo innanzi tutto che ìa generalilà di 
questa funzione 

i.“ non diviene maggiore supponendo variabili ambidue 
i termini chiusi in parentesi , come nella furinola 

p 

^m_i (ix ( ax' + bx" )i , 
perche abbiamo identicamente 

ax’' -f àa:" = x’- ( a + bx”-’') ; 


Inoltre scrivendo insieme lo dello forrnole conjni;afe , od una volta 
olovandonc i membri alla potenza >i, od un’altra volta oanibiandovi ^ 
in »<f, si à rispettivamente 

dal che si desumo 

( cos <p ± -sen 9 )" = cos. «9 di — ‘ 6cn.«<f ; (D) 

formola notevolissima da cui si può trarre la risoluzione completa del- 
r equazioni 

= o,!*” dz B ) qiidunquc sia il numero ri. 
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a.* non ilivenla minore supponendo clic n sia positivo , 
perché abliiunio pure idcnlicanienlc 

a,+ b ) ; 

3." e nè anclic resta diniiauila supponendo che m cd n 
siano interi , poicliè facendo 

ar=z , SI a (/x(a-j-bx*y =suz </z(«+iz )?. 

3o5. Ciò premesso per iscoprire in quali casi la funzio* 
nc (i) , che porla iiu binomio elevato ad un esponente fra- 
zionario può divenir razionale , si procura trasformarla in 
un’altra che presenti un binomio diverso innalzato a uii di- 
verso esponente ; cd il caso in cui questo espouente si tro- 
va essere intero , sarà uno dei casi domandali. 

Cosi ponendo il binomio in x 

a -f bx" = z7 , ( 2 ) 

si à con un altro binomio in s 



quindi risulta 

x”'—’(/x(a+bx")9=-^-z’'^^ , (3) 

e per tal modo si rende palese che il differenziale (i) diventa 

razionale mediante la sostituzione ( 2 ) quando ^ è un nu‘ 

mero intero , cioè a dire quando V esponente, della varia- 
bile fuori la parentesi, aumentato di una unità è divisi- 
bile per l’esponente della variabile dentro la parentesi. 

3o6. Questo primo caso, datoci dalla funzione (i) dove il 
termine variabile nella parentesi à per coellicienle i., cene 
garantisce un secondo , perchè nn semplice cambiamento di 
forma basta a far si che il termine variabile nella parentesi 
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nbhla in vece per coeOìcioaie a. Per cflelluare questo cain* 
biamcnlu osserviamo che 

a + bx* = ( car-~* + i ) , 

c che per ciò 


Dunque applicando a quest’ ultima formula il risullamcnio 
otteuuto per la prima , avremo un altro caso di riduzione 

alla razionalità quando « + ^ sarà divisibile per fi, cioè 


quando ^ + jsarà un vUero , il che per rapporto alla 

funzione (i) importa dire : quando l' esponente della va- 
riabile Juori la parentesi, accresciuto di una unità non 
è divisibile per quello della variabile in parentesi , ma 
ne risulta un numero frazionario che insieme coll' espo- 
nente del binomio danno un intero. 

Ualla nuora forma che abbiamo data alla funzione (i) per 
iscoprirc quest’ altro caso, è anche chiaro esser 


ax—’' -\-b=zi , o ch’è lo stesso, a-\- bX"=z93f*, (4) 

la sostituzione appropriata al medesimo caso ; cd il risultato 
di essa in z, che b 


p 

— ^dx{a-^bx’')9 


^ z^^'dzf 

uà Xzl — iJ 


( 5 ) 


può aversi egualmente con tal sostituzione , che dà 


m 



o con mutare nel precedente risultato (3) 



c in b , b ìli a , fi io — • fi , ed «i in in + . 

9 
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307. I (tedi ituc casi sono fìnora i soli nei quali i dirTc- 
Fcnziuli binomi si sappiano liberare dalla irrazioiiulilà. Ne 
sono esempi i diirorcnziali 

JL JL 

x^dx ( I + bx^ ) * , ed x^dx {a + x^)' , 
verificandosi pel primo 

~=2, e pel secondo ”+1=1 + 

jierò lo risjiellive sosliliuioni i + bx^ = z', ed o + x'^=z^x^ 
coi calcoli direni die no conseguono , o pure il confroido 
colle formolo ( 3 ) e ( 5 ) valgono a cambiarli rispcllivamenlo 
nei diffcieuziali 


2 


z'dz{z'-i), 


a z^dz 

_ • 

a (s* — 1)» 


Inicgrali questi ( poiché non bisogna dimonlicnro clic il fine 
di questo IrasTormazioni è l’integrazione ), couvien |)oi resti- 
tuire a s i corrispondenti valori in x, dedotti dalle risjii'lli- 
vc sostituzioni ed espressi da 


s = V/ i-t-*-®* , e 2 = 




X* 


con che ricomparisce negl’ integrali la irrazionalità origina- 
ria dei differenziali : come era da aspettarsi. 

3 o 8 . Accenneremo due altri casi, dei più facili, nei quali 
si conosce il mezzo di eliminare, o almeno di diminuire il 
numero dei radicali esistenti in un dato differenziale. 

11 primo ù luogo quando il differenziale è della fórma 


2 *■ t 

x—'dxj\{a+bx’‘)i , ar», {x+px”)^, {x+px”)», cc. J. 
Allora ponendo 

. , - ru... i ,1 

»-\-px”=z , SI à tosto (x-\-px”)*=z ,(a+/ST”)«=2 

si à pure 


_ a\ra ... fu..— I 

;r-=-y-,dondca:"‘"=^— ,x"-'dx~^z dz , 
c in line si à 
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Dunque il rlsullalo non conforrà die quosfulllmo o solo ra* 
«licaL* ( polendo così aver anche luo^o .•deuno dei due casi 
dianzi esposti); e sarà dtd lollo razionale (iimndo la funzio- 
ne data non conloni'a il radicale che affolla il l)inomio«-|- hx". 

Si verifica il secondo caso quando la forma del differen* 
zialc è più generalinenle 



Allora la sosliinzione 

.1... vi _ 

^ ’ V»'-+-Av ’ 

inoltre dà per x”, c quindi pel suo differenziale , nx''—^dx, 
c per la sua potenza /««•“■« , x""' ^ valori razionali in z. Dip- 

più il valore di x" in z risultando della forma < 


consimile anche risulta quello della frazione 


a -V- X J-" 
«'-t- X'j'*’ 


il quale 


. . . . 

per CIÒ si può indicare con . 


Dunque il risultato 


non si troverà affetto che dal solo radicale 


2 


nascente da 



, c sarà compiutamente razionale al- 


lorché quest’ultimo non esiste nel dato differenziale. 

3og. Può esser utile l’ osservare che le sostituzioni prati- 
cate nel n.® 3o.i , 3.°, e nel n." precedente non sono in fon- 
do che una stessa , e si può rendere in linguaggio ordina- 
rio dicendo che: a far disparire da una funzione di x un 
numero qualunque di potenze frazionarie di questa variabile, 
o di una medesima sua funzione , basta porre la variabile 
o la funzione eguale ad un’altra variabile, innalzala al pro- 
dotto di lutti i denominatori di tali potenze. 
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3 IO. Quando un differenziale binomio non si può ren> 
dere razionale, si procura di farne dipendere In integrazione 
da quella di un altro binomio dilfcrcnzialc della stessa na- 
tura , ma il più semplice clic sia possibile , per indi eflct- 
tuare quest’ altra integrazione coi melodi approssimativi che 
altrove saranno diebiarali. La riduzione di un integrale al- 
l’altro si opera mediante la integrazione per parli, e col 
fine di rendere più piccioli che si può i valori assoluti di 
m c p c perchè i risultati siano un poco più semplici , il 
primitivo dilferenziale binomio si usa scrivere sotto la forma 
xm — I d.r {a-\- bx”Y, supponendo che p vi esprima un nn- 
incro frazionario. A questo riguardo sono a distinguersi quat- 
tro casi. 

I.* Quando m è positivo , per fare che questo esponente 
si trovi impicciolito nel nuovo integrale . basta risolvere il 
differenziale proposto nei fattori x'" — '* ed x’'—'(ÌT{a-\-bx”Y. 
Allora r integrazione di esso per pa'rli dà sulle prime 


g,m — 





dove se al di sotto del segno vedoi impicciolito l’ espo- 
nente di X fuori la parentesi . per contrario si vede ingran- 
dito l’esponente del binomio. Ma osservamlo che 


J'^m—n—t iljp^(i^l,2-’'Y-tr-'z=zJ‘x’^—’' — 'tlx{a-\-bx"f{a-\-bx'') 

= i/x{a~^-bx”}P-\r bJ'x'“—‘ dx(n-^bx"Y , 

la sostituzione di questo valore nella formula precedente ci 
darà pel richiesto integrale 

x’"~ , 

^ "' j I ” ~ — j "‘j I J x"'~' dx{n-\-bx”Y ì 

c infine risolvendo questa equazione rispetto al medesimo in- 
tegrale , preso come ignota , sarà 


•m I dx\a + bx''f = 


a-'" 


— (m—u) u/x"' — ” — 'dx{a 4-^ 
{ m -1- ti/t )b 


.(A) 
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- Questa formolo diminuisce , com' è chiaro , I’ esponenfo 
della variabile fuori la parentesi ili quanto fc l’ esponente 
(Iella variabile in parentesi ; e però coll'uso reiterato di essa 
il primo esponente si troverà infine diminuito del più gran 
multiplo del secondo esponente, clic vi si potrebbe contenere. 

2 ° Quando p è positivo, si fa impicciolire di una unità 
osservando che 


Jx^—'dx {a+Ò3^y= fx”~'dx{a+òx”)^' {a-\-òx”) 
= ffjx”'—'dx {a-i-òx”)''—' -\-òft” + ’'~^dx {a-\-6x’‘y‘~' ■ 


In amenduc quest’ integrali l’esponente del binomio b quale 
si desidera , si; non che nel secondo integrale l’ esponente 
di X fuori la parentesi vedesi per contrario aumentato di n; 
ma noi possiamo ridurlo a quel di prima colla formula (A) 
dianzi trovala, la quale cambiandovi m in ep in p — i 

ci dà 


Jx ” + ' r/r(a + òx") ' 


x”'{a-+4>it")P — tfto fx ”' — * dx (a-f-4*")r — * 
( m -i-7ip)b 


Adunque sostituendo questo valore nell’equazione prece- 
dente , avremo 

fc’*-'dx{a-^bx”)p=^ ^ ^ : (B> 

formolo che vale a diminuire l’esponente p del più gran 
numero intero che vi si potrebbe contenere. 

3.“ Quando m è negativo l’ equazione (A) fa dipendere l’in- 
tegrale primitivo da un altro più composto; ma risolvendola 
per rapporto a quest’ altro integrale , e nel risultalo cani- 
liiando ancora m in — perche il primo membro abbia 
nel tempo stesso una forma semplice, e consona all’ ipotesi 
die responcnto della variabile fuori la parentesi è negativo, 
si ottiene la formolo 

/x— "*— » dx (a-\-bx”)P = \ 

X — •"(a-4-'ix")l’+ ’ -h(rn — n — np)ifx—^+ ” — 'dx(a~hbx")P, > (Q 

ma I 

die vale a rendere più piccolo die si può il valore assoluto 
dcir esponente negativo della variabile fuori la parcnlesi. 
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4-.“ Por siiuil modo c ragione , quando p ò ncgalivo sì 
risolverà l’ equazione (li) per rapj)orlo all’ iiilograle osisleiilo 
nel secondo membro; c ael risuilulo camLIamlo p in— y;+i, 
si avrà 


— ‘ dx (a-t-4jr") l 

— P+ ‘ — dx {a-^bx”) — >' ' J • W 
n (/>— I )a I 

formola acconcia a diminuire il valore assolalo doll’esponcti' 
le negativo del binomio , del maggior numero intero ebe il 
medesimo potesse comprendere. 

3ii. Queste fornoole possono esser utili bensì nei casi dove 
i difrercnziali binomi si saprebbero rendere razionali. Per 
darne qui un esempio , suppongbiarao che si dovessero tro- 
vare ( come avviene in un importante problema tli Mecca- 


— ; ■ ■ ■ , esprimendo t 


i successivi numeri interi i„ 9 , 3 , cc. Per ciascuno di essi 
polrebliesi adoperare il modo esposto nel n.” 298,. ma torna 
miglior conto il cosiruirc una formola die li l'accia dipen- 
dere ciascuno da un altro più semplice, sino ad avere in ul- 
tima analisi ( 283 , 5 *) 



« — 

are . cos 

a 


A tal fine , pouendo mente die 




= = dx [a — ’X)' 


avremo dal confronta col primo membro dell’ equazione (A) 

>/i = rH~ 4 , M=i,/j = — I , à =— -1 ; e quindi per 

la sostituzione di questi valori nel secondo membro, la ricliio- 
sta formula si trova essere 




a:’"—- '|/ox-^x> 


-h 




l/rtx — X* 


(lù 


^7 
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XX^^. Inle^r azione dei differenziali trascendenli. 


3ia. È raro che lo funzioni differenziali trascendenli si 
possano iniof^raro sotto l’orma (liiila. Però giova notare 
I." Clio supponendo 

sarA pure, conrornio all’ osservazione del n.“ 283 , 
y^/( /x ) = /’ { /a- ) , /r/a-e-/( e* ) = /’( ) , 


/ dx eos X ./( se n X )=/'(8en x) .fdx sen x -/(cos x)= — A’(oos x) , 
/^, ,^^y(arc.scnx)=/’(arc.scnx)^yr^^--y(arc.cosx)= — /\are.cosx) 

^-^^^yiarc.tanx)=/’(arc.taux),^y^^^=^y(arc.s.v.x)=/’(arc.s.v.x) 


co. ec. 

pcreliò qi>ost’ integrali si convertono in quel primo espresso 
in l mediante le sostituzioni 

/=/x, =cx, = scnx, =cosx, =are.scnx,=are.cosx,ee. 

2 ." Cile quando la funzione f è algebrica , si à il van- 
taggio di potere almeno trasformare in algebrici i notati 
difreronziali trascendenti. Di questo vantaggio godono ancora 
in tal caso le funzioni 

dxf{ ) , dxf{ sen mx i cos mx ) , 

come si fa chiaro ponendo per la prima e”^ = / , e per la 
seconda sen mx = /, o pure cos nix = i ; e ne gode bensì 
la l’unzione più generale 

dxf ( sen mx, cos/»x, sen imx, cost’mx, sen.i'mx, cos.i'mx, cc. } 

quando i, i', ec. son numeri interi, essendo nolo dall’algebra 
superiore il motlo di esprimere sen imx , cos imx , . . . con 
un numero Unito di termini affetti da potenze intere e posi- 
tive di sen mx c cosmx. 
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3i3. !\la ò qui dove, p.i'isaiido a ftm/ioni di forma nim 
generalo , moslrcronio cu)ii i'8cm|)i svariali ed importanti rd- 
fieacia della iolegrazioirc |)cr parli , annunziata già nei n.^aSi. 

Sia |>or primo il dìirerenzialc Pz’*dx, dove Pcz espri- 
mano due funzioni di ar , la prima algebrica , la seconda 
trascendente ma la cui funzione derivala z‘ sia pure alge- 
brica. Supponendo f Pdx = Q , l'integrazione per parli ei 
darà 

JPz*dx—f z*.Pdx = Qz" — nf Qz"— • z'dx, (i) 

risultato dove il nuovo integrale ò più semplice del primitivo, 
quando « è maggiore dell’ unità. 

Quando n è negativo, o die torna lo stesso quando con n 

positivo si considera la frazione scriveremo questa sotto 

la forma e cosi l'integrazione per parli ci 

darà 



dz 


P 


(«— i)a"— • s' 



•(5) 


risultato die presenta bensì un integrale più semplice del 
primitivo quando n eccede l’ unità, ma die prendendo un i 
torma indelcrininata quando «— i , non sarchile applicabile 
a questo caso particolare. 

3i4- Per venire al concreto , suppongbiamo die si traili 
dell’ integrale f x”'~’’ {Ix)" dx. 

Il confronto di esso colla formolo (i), o più semplicemente 
ancora l’ immediata inlegrzizione por parti d darà 

fx^-*'‘{lx)''dx=f[lxY.x”'—'dx=^{lx)” — ~fx”'—'{/x)'’T-'t/x , (3) 


n questo risultato merce il cambio successivo di « in // — i, 
« — 2 , 71 — 3, ec. conduce facilmcnlo , quando ?i ù inicro c 
positivo, all’ espressione 





ti(ii — i) 


_ »»(n— t)..3.2.i'| 

— (/x)“ ■ J ’ 
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In p.iri molli) , si.i moilfaiiift la fornioia ( 2 ), sia coH’iin- 
'o!' ;nlosrn/.o.,o ,>cr parli, sia ancora Jesumondo dalla 

I r nel secondo membro, c nel ri- 

snllalo cambiando ;« m m+i, ed n ìn-n+t, si o(- 

fJ J 

‘‘ replicando questa riduzione mercè il semplice cambio di n 
in n I, in «— 2 , oc. si ritrova , quando n è intero 

(Ar)" (/j-)» ()i-i)(«— 2 )'^(n— ) 

. . . r 

(M-i)(«-a)...3.2.iy ~h~’ ) 

Del resto non è quest’ ultimo integrale il più semplice cui 
possa ridursi .1 primitivo , poiché s, Apponendo * 

ar" + • =y, si ottieney^^ =y* 

3i5. Supponendo /jr = /, si à facilmente 

f x”'- ' ( IxYdx _ 

quindi avremo questi due nuovi integrali cambiando senz’altro 
calcolo fx in / , ed a) in e> nei secondi membri delle for- 
linde (I) e (6). 1 due risultali, scrivendovi nuovamente a- in 
vece di /, e nel secondo rn—i in vece di tn , sono 





ITI 1 

7nx 

'e"*-r t/x 


gmjt r 

«T** 

(/,- 



« _L» »(«— i) , »(n— i)...3,2 

m*X* 


y' 


Digitized by Google 


3i6. Per combinare adesso nel difTcrenziale una polenza 
di X con un seno o con un coseno , osserviamo nrclimi- 
narmentc che 


cùsmx 


m 

8cn mx 

' • 

m 


^dx^n mdxi&nmoc^- 

^ dx cos mx = mdx cos mx = 

Dopo ciò l’ integrazione per parti dà subito 
f ar".Étesenwa-=s= — /* a:"— * afe cos znj* , 

j mx n 

X” . cfcrcos mx = x" / a:”—' dx scn mx : 

m mkf 


s- 


uxsen mx 


formolo il cui uso ripetuto compirà l'integrazione quando ti è 
intero e positivo. 

Quando poi n è intero ma negativo, con desumere ( mercè 
il solito ripiego ) dalle stesse Tormole gl’ integrali esistenti 
nei secondi mernbri , c mutar poscia n in — «+ i ; o pure 
con una nuova integrazione per parli si ottiene 

=rsen?nx.x—dx= 4 --!^- 

(n—i)x ” — ‘ M— it/ X " — ‘ 

f^^^^==fcosmx.x->dx=^-^^ 

od è cbiaro ebe per l’uso reiterato di quest’ altre formolo 
dipenderanno ulliuiumcute gl’ integrali primitivi 

/ dxinmx Pdx cos mx pdxscnmx Pdxcosmx 

’J xn ‘ ‘■’g I n > - - ,J ~ . 

3 17 . L’integrazione per parli dà pure 
/flfee”»-sen nx=fsen nx.e”'^dx= ^^^^^——fdxeP^ccisnx , 


fdx e”'^cQ%nx=fcos tìx.e”'^dx= 


m m 
c^xeosnx . n 


^ — fi/xe^^sctìfìj^ ; 
w w*' 
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quindi siccome ambedue queste equazioni preecolano due soli 
od islossi integrali , questi si desumeranno da esse colla eli- 
minazione , e si avrà 

Jìixe'^^%ffanx= » (**' 

_ mcoanxA-ntennx _ , . 

Jaxe”'fcoanx = — “ * *• 

Con questa conoscenza si può, al bisogno, procedere alla 
integrazione dei difrcrcnziali vieppiù composti 

dx x‘e”^scanx , dx ar^e"**cos nx , 

applicando loro l’ inlcgra/ione per parti dopo averli scritti 
sotto le forme 

x^.dx sennx , x^.dx e'”x coanx. 

Con tal modo si va incontro a nuovi integrali della forma 

A/fdx x‘-^' e’^^semix , A(fdx x^' e"* cos nx , 

dove M ed A' esprimono quantità costanti ; e quindi si ren- 
de chiaro clic quando l e intero e positivo , devosi ullima- 
mcnle pervenire ni qui trovali integrali (ii) e ( 12 ). 

Quando poi i è intero ma negativo , operando sempre 
collo stesso metodo sui differenziali 


e"»a’sen nx.x~~‘dx , e cos nx.x~‘dx , 

si andrà facilmente persuaso che ciascuno di essi dipendo 
in ultima analisi dai due integrali 



dxe^J^icnnx 

X 


cos nx 


3i8. I differenziali trascendenti che più volentieri si pre- 
sentano nelle applicazioni essendo affetti da linee trigonome- 
triche , e queste potendosi esprimer tutte in funzioni del seno 
e del coseno , il resto di questo articolo riguarderà I’ inlc- 
firazioiio 'lei |>iù ovvi differenziali affetti da seni e coseni. 
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I più semplici dopo i due dxscanix , dxcosmx , di so- 
pra ( 3 i 6 ) notati , potrebbero essere 

r^rseamarsconx, </xcos;na:co8nx, dx^nmxconnx , 

óve al fianco di dx veggonsi i prodotti di due lince trigono- 
metriche , fra seni e coseni ; ma siccome la trigonometria in- 
segna a trasformare simili prodotti nella somma o nella dif- 
ferenza di due altre consimili linee , è chiaro che dopo ciò 
r integrazione si riduce al caso di un sol seno o coseno. 

In simil modo , si procederebbe alla integrazione di un 
differenziale ove si trovassero insieme moltiplicati tre seni o 
coseni , trasformandolo in due differenziali affetti ciascuno 
dal prodotto di due altri seni o coseni , e cosi di seguito. 

3 19. L’ integrazione non sarebbe guari più difficile (quando 
dx fosse moltiplicato per una polenza intera e positiva di 
scniF 0 di cosa:, perchè si hanno le formolo atte a con- 
vertire simili potenze in seni e coseni di archi multipli (*). 
Ma indipendentemente da tuli formolo , noi andremo ad in- 
tegrare la funzione più generalo 


i/.rsen“a:cos"a:, 

dove m ed 71 possono essere negativi non meno che positivi. 

Nel caso particolare che uno degli esponenti tn , n fosse 
r unità, l'integrazione si compie subito, (jualunquc allor fosso 
l’altro esponente, perchè secondo l’ osservazione fatta nel 
II.® 3 12, abbiamo 




dx&cnx.cm*x 


cos"4-'ar 

n+r~ 


■/“ 


dxcosx. 


scn«»-f- 

8en”ar=: . 


Negli altri casi poi col supporre sena:=/ , o pure cosx=l, 
il differenziale proposto si cambia in una funzione di / 
che c razionale nnando m o pure n è dispari , c che di 
|)iù è intera quaiulo m 0 pure n c anche positivo j quando 


(*) l'olrcmino qui desumere (ali furmolc da quelle dimosiralc nella 
nota ni n.» dua ; ina, a dir vero, simili ricert-hu sembrano convenir 
meglio a quollu clic diccsi algebra superiore , o inlroJuzione al eal' 
colo (Ufferenziale ed integrale. 
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poi m cd n sono tulli due pari , tal funzione risulta alTelta 
da un radicale quadralo di un binomio di secondo grado, e 
si può rendere razionale sia mediante i numeri 298, c 299, 
sia pel n.° 3 o 6 . Ma siccome per quest’ altri casi , eccetto 
forse il primo , farebbe mestieri , usando i mezzi esposti noi 
citali numeri , di nuovi e non brevi calcoli per compiere 
r integrazione, torna preferibile l’operare direttamente sul dif> 
fercnzialc primitivo, cercando impicciolire i valori assoluti di tn 
ed n colla integrazione per parti. 

i.° Quando m c positivo , avendo riguardo al primo de- 
gl’ integrali scritti pocanzi , si à 


^ Éfr8cn“arcos"a?= J' sen"— *a:.rfjr8enarcos"T=; • 

■ J* </xsen"*— *j?cos"+*2r, 


gen”»— « arcos» + « j , m — i 
n-4-i ' n-l-i 


dove r esponente di scn x nel nuovo integrale vedesi già di- 
minuito ili due unità. Siccome jierò quello di cosj: è per 
contrario cresciuto di allrcttanlo , osserveremo clic questo in- 
tegrale non diiferiscc da 


^ £fxscn"*-»*xcos"a:cos*a:= J* i/xseu“— *j:cos”x(i — sen*ar) 
= ^ i/ar sen^—'jrcos"^^ — ^ </j:sen"*a:cos"j? . 


Quindi sostituendo questo valore nell’ equazione precedente , 
e risolvendo quella che ne risulta per rapporto all’ integrale 
proposto e comparso ancora nel secondo membro , si avrà 


f ix scn"* jco8"z = 


Ben» — >xcos" + 'x 
m-4-n 


^ — ^jTseu*"— »a:cQs"j: . (A) 

W-t-H ' ' 


2.” Con un calcolo affallo simile , o più semplicemente 
con supporre — 2 alfin di voltare il seno in coseno 

c viceversa^ c con riracllcrc nel risultalo, x in luogo di 3, 


Digitized by Googlc 


( *97 ) 

e scambiar tra loro i simboli m ed n , si perviene alla for- 
roola 

JaxieTi'^xco%’*x = 1- /cra:sen"a:cos"— 'ar, (B) 

OT-J-» m-h»*' 

che serve pel caso in cui n è posilivo. 

3.® L’equazione (A) non risponde al suo 6ne quando m 
è negativo , perchè il valore assoluto di questo esponente ve- 
desi allora cresciuto anzi che diminuito nel nuovo integrale. 
Ma , coll’artifizio più volte usato , risolvendo l’equazione per 
rapporto a questo integrale , e nel risultato cambiando m 
io — OT + 2 , si ottiene la formola 


fdx 


C05" jr 


8cn"»j; (m — i)sen"*' 


cosM-'ar .m — n — a ^dxcog'x 

— i)sen"*— "jr ' m — i J sen“ — • ’ ' 


appropriata al caso in quistione. 

4.° In line , operando similmente sulla formola (B), o pra- 


ticando in essa la pocanzi detta sostituzione, ^ ^ — z, se ne 

desume l’altra 



8en"*jr *en"H-*x ,n — m — 
cos"x (n — i)co8" — 'x' tt — I 


9 pdxKn"*x 
,/ cos" — *x ’ 


(^ì 


che pur diminuisce l’esponente del coseno. 

320. Tra le forraole particolari comprese nelle quattro già 
trovate , si possono distinguere le seguenti : 


- , sen*»— «x.cosx , m — i /» , 

Jax sen"‘x= h- — /arsen"*— *x, 

”• »i */ 


m 


. , cos»— *x. SPOT , n — ( /» , 

J (Ix COS* T = h / dx cos* — *x , 

/ 


dx 

scti»*x 

dx 


cosx — a p dx 

(*n— i)wii"*'^’x m — it/ SPB** — *x ’ 

p dx senx ^ n— a p dx 

,/ eo4“x (n — i)coi» — *x »i — i */ co»» — •* ’ 

38 
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r dx^^= r rfx tannar — C ctetan"— 'a?, 

r r </a?col“a:= — — /* afe col* — *x. 

%/ 8cn"x «/ . n — I */ 

Le prime quadro non han bisogno di esser dichiarate. La 
quinta si può trovare cambiando prima n in m nella for- 
mola (D), e poscia siinplifìcando il nuovo integrale , che per 
lai modo si prei^enta , culla rormola (A) io cui si cambierà n 
in — «* -f" 2. Parimente si può desumere la sesta dalle due 


(C) c (B), o meglio dalla quinta colla sostituzione a7= 


a 


— Z. 


321. Intanto siccome le formolo (A), (B) , (C) , (D) ogni 
volta che sono adoperate diminuiscono l’ esponente nel seno 
0 del coseno di due unità , c chiaro che per mezzo loro si 
arriverà ultimamente ad altre formolo dove ciascuno di tali 
esponenti sarà + ' , zero ,0 — i , secondo che in origine 
era dispari e positivo , pari , o dispari e negativo. Quindi 
formando tulle le combinazioni , avremo i nove integrali 

fdx sen X . cos' x, fdx sonar. cos“ar, sonar. cos — «ar, 

■y dx sen® ar . costar, f dx sen'ar . cosV , f dx sen®ar.cos — 'ar , 
f dx sen — 'ar.cos'ar,y ctesen— 'ar.cos'ar.ydxsen — 'ar.cos — ‘ar, 

tre dei quali , vai dire il secondo il quarto ed il quinto son 
cogniti, e i sei rimanenti sono come appresso: 


rfar sen ar. cos a’ = J* rfarcosar. senar=^sen*ar, peln.’Siq, 
/’^»=_/cosx,/‘Ìrf!f=/senx , /‘_^=;uu.x,n.-34. 

«/ cosx U sena? t/ sciuc.cosa: ' 

/•Ì.AÌ-../J- 

»/ scnx / 2 sen-cos- # x x 
. / « 1 •/ seo — cos - 

a a 


=/lan • 
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522. Per coacliisione di quanto è detto dal n." 
ferenziale dx sea"* x . cos” x si può integrare sotto forma 
finita quando m ed n son numeri interi. Da ciò segno che 
può dirsi Io stesso del differenziale più composto sen^a:. 
cos”ar, quando l sia intero c positivo ; percliè risolvendolo 
nei fattori cd, dx sen”‘ x.cos" x, cd applicandovi l’ integra- 
zione per parti, l’ esponente / risulterà impicciolito di una 
unità , e con ciò dovrà finalmente sparire. Quando poi / 
fosse negativo ossia — /, risolvendo il diirerenziale in discorso 
nei fattori sen*"j: cos” x cd x — Wx, l’ integrazione per parti 
ne farebbe dipendere in ultima analisi l’integrale da altri della 
forma fx — ‘ riIarsen(*ar.cos‘'ar, e con numeri interi per pi e v. 

SeS. I differenziali arcete ( arc.scna:)'", a:' r/a* { are . cos ar )« 
con supporre a:=sen/, o pure ar=cos/, ch’è quanto dire 
arc.sena:=/, o pure arc.cosa?=/, divengono rispclliva- 
mente t”‘d/seo^tcost, —fi'dtsent cos'/, riducendosi cosi al caso 

f irecedente. Dunque i loro integrali si potranno avere sotto 
òrma finita , o pure dipenderanno da altri della forma 
ft — ‘rf/seni^/cosW, e dove (z e v dinotano numeri interi, 
secondo che w* ed « saranno positivi o pure negativi , sup- 
posti sempre interi al pari di / : e questa maniera di tro- 
vare o ridurre alla maggiore semplicità gl’integrali in pa- 
rola-, sembra più spedita di quella che risulteiebbe dall’im- 
piego delle forinole (i) , ( 2 ) del n.“ 3i3. 

324 .. Per dar pure , circa i differenziali affetti da linee 
trigonometriche , un esempio che non sia monomio , e che 
altronde s' incontra in applicazioni importanti , prenderemo 
ad integrare la frazione 


dx 

a-t-ócos* 


(A) 


Supponendo tan-=/, si à dalla trigonometria 


taiia:=^ , sec*nr=( 1 , e cos;r=. ; 

I—/*’ \i— /•/’ i-W* ’ 

quindi pel n." 35, sarà efr = ed il propo- 

' ’ see>z- i-t-r» ' * 
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Rio differenziai» (A) si cambierà neil’ altro merzuiiente alge* 
brico 

idi 

a-hó-4-(a — ’ 

Circa r integrazione di questo potremmo rimetterci alle 
cose precedenti , ma volendola qui effettuare distingueremo 
i tre casi : a minore di ó , o eguale a 6 , ed a maggiore di ò, 
1° Quando a è minore di b scriveremo la frazione (B) 
sotto la forma 

^dt ^dt I 

ó-+-a — (A— -o)/» 6—a ' /•— c* ’ 



supponendo per brevità 


b-\-a 
b — a 


= c' . Cosi spezzando la fra- 


zione ^7—, nelle sue parziali colla regola del n.* 287, il diffe- 
renziale precedente diviene ■ - - - 1 1 ed 

\jb* — a* L ^ / — C J 

in conseguenza à per integrale 

Quindi restituendo a c il suo valore, e riducendo avremo: 

, \/i— a.taD5-*-QA-+-a 

pero<à,y a-l-«cosx"'yA._a. ^ Q^.,an|_VÀT^ ” 

*.* Quando a è uguale a b, la funzione (B) diviene sem- 
plicissimamenle e però si ha subito 


/ dx ri,* 

, X 

come, osservando che i -1- cos x = 2 cos — 
mediatamente dedurre dal n.® 277. 


(2) 

si poteva im- 
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3.* Finalmente quando a è maggiore di ò, paragonando 
il differenziale (B) col secondo di quelli integrali nel n. 2»3,4- , 
il suo integrale si trova essere 


A 


idt 


■are. tan/ 


V a-^b 


per 


o>4./; 


o-h4+(a— V"*— 
e quindi eliminando l risulta 

■ — — = ^ arc(tan=r|/^|^.tan -V (3) 

a+ócosx y/o» V V «-!■“ */ 

325. Dal ritrovalo integrale della funzione (A) si può far 
dipendere io ultima analisi quello dell’altra più generale 

(» -4-i3cosar)rfx 
(fl-l-Acosjf)" ’ 

quando n è un numero intero e positivo. Difatti supponendo 
essere identicamente 

(a-l-^cosar)<to ^scnx p (AI-t-Ncoax)dx 

( a -H 6 cosx )" — « t/ (a-Hicosx)"— ‘ ’ 


(C) 


/ («• 
(« 


-t-4cosx)" 


dove L, M, N dinotino costanti indeterminate, potremo ri- 
trovarne i valori differenziando la supposta equazione iden- 
tica , liberando il risultalo da rotti , ed eguagliando partita- 
mente fra loro i coefficienti delle potenze simili di cosx nei 
due membri , dopo aver sostituito i — cos*a: a sen*jr. Con 
questo mezzo si hanno le tre equazioni 

— I )AZ"l-ayI/=» , aL-\-bIiI-\-aN = ^ ■,{n — 2 ) Z — 
che danno per Z , M , N \ valori 

r al^—*b .. _ a»— 6^ ^ n—% a^— 

(n — i)(a* — i*) ’ a* — ò* ’ n—i a' — 4*’ 

e dalla loro sostituzione in (D) risulta I’ equazione effettiva- 
mente identica 


(« + |iCOSX)(/x 
(a-|- Acosx)" 


/ 

(n — I )(a* — 4* ) %f* 


(ajj — «4)seDx 


> 


(«— i)(a* — 4*)(a-t-4co*x)"— • 

( n— . I )( 0 » — bf) -f- ( n — a ) ( a/S — *4 ) cos x _ 
(a-l-4cosx )"— • 
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Con qiiosta oquazione applicata n — i volte di seguito^ l’in. 
legralc della funzione (G) si fa dipendere da quello di un al. 
tra della forma 


{h-^kcoix)dx 


(F) 


a-\-bcotx 

la quale non ammette riduzione ulteriore , perche la detta 
efjuazione assume una forma indeterminata quando n=i ; 
Tintcgralc poi di (F) si riduce immediatamente a quello della 
funzione (A) del n.“ precedente , perchè colla divisione effet- 
tiva del numeratore pel denominatore si A identicamente 


/■cosx+A 

icosa:+a 


= ~k — H 


bh—ak _ 
A(aH-Acosx) * 


e quindi 

/ {h-‘t-kco&x)dx 

a-h^cosx 


" I 

= -r- x-\- 


bh—ak 


f- 

«/ « 


dx 

+Acos® 


Quando il numero n non è intero , s’ignora il modo di 
esprimere, sia algebricamente sia per le trascendenti ordina- 
rie , l’ integrale della funzione rfx ( o-f- A cosa: )" sotto forma 
Gnita. 


XXVI. Integrazione per serie. 


826. Per Ridurre in serie l’integrale fdxf{T) basta sosti- 
tuire alla fudzionc f{x), o a qualche suo fattore la serie in 
che si può svolgere l’ una o l’ altro , e poscia integrare i 
singoli termini 0 parti del risultalo. Se la serie costituita da 
quest’ integrali parziali è convergente, si avrà in essa il 
mezzo di valutare per approssimazione l’integrale proposto, 
quando non si può esprimerlo sotto forma finita. Adunque 
essendo (81) in generale 


f(x)=J(o) +/' (o) . x x^ 


a . 3 


ec., (i) 


sarà pure , geiìeralmenle parlando , 
/rf.,Ax)=yi„)..+/(o). = +/^ ^ + ec. (e) 
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Questa serie potrà essere impiegata in luogo dell' integra- 
le fdxf{x), se sarà convergente pel valore clic intendcsi da- 
re ad x: or noi dimostreremo che questa condizione si verifica 
quando la serie (i) è convergente per lo stesso valore di x. 

La cosa b presso che evidente quando i segni dei termini 
della serie (i) son simili fra loro , almeno dal termine di 
un certo rango in avanti , perché lo stesso avrà luogo nella 
serie (2) a contare dal termine del medesimo rango; ed al- 
lora i termini successivi della prima serio si troveranno pre- 
sto o tardi ( secondo il valore assegnato ad x ) rispettiva- 
mente maggiori dei corrispondenti termini dell’altra serie, ve- 
rrfieandosi così uno dei casi di convergenza notati nel n.“ 83 . 

Ma qualunque siano i segni dei termini della serie (i), 
fatta la ipotesi che essa sia convergente, il valore assoluto del 
rapporto del suo termine generale, ossia zk"'»»»», al termine 


seguente o vero cioè a dire 


/(»—«) (0) n 


avrà per 


limite , rispetto di n crescente , un numero non maggiore 
dell’ unità (*). Dunque siccome per la serie (2) un consimile 


fw fo) a, 

rapporto viene espresso da ^ , il limite di que- 

sto sarà certamente miuore deU’unità , e quindi la serie (2) 
sarà convergente. 




(*) No! supponghiamo noto dall’algebra che /a serie 

è convergente o divergette, secondo eie il valore assoluto del rap- 
porto si avvicina , crescendo a , ad xm limite minore o mag- 

giare delT unità. Quindi siccome questo teorema non si trova negli 
elementi di algebra del sig. Lacroix , ai quali noi siam soliti di rap- 
portarci , ne daremo qui brevemente la dimostrazione. 
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Sa 7. In ordine alla convergenza che n^essariamente deve 
aver luogo nella serie che si può sostituire ad un integrale, 
osserveremo che quando il valore da darsi alla variabile è 


Notiamo con <v, a>„, i ••• > valori assoluti dei ter- 
mini Ui , u, . u„ , . cosi che abbiasi 

Sarà evidentemente 


e però dimostrando la convergenza della seconda serie , resterà viep- 
più assicurata quella della prima. 


Sia X il valore assoluto del limite del rapporto 



ossia il li- 


mite di , valore che per fissare le idee supporremo minore del- 

“n 

l’unità; e chiamando un qualunque numero intermedio a X ed all’uni- 
tà , supponghiamo n abbastanza grande perchè , a simiglianza di X , 


sia — — - < |x : lo stesso avrà luogo pei valori di n vieppiù grandi , a 

cosi da un cerio valore di n in sopra sarà 

"n + «<(**'/! + » "n-f • <t*®n+» »••• 

e sarà maggiormente 

‘’n+s <(**»’». »>n+. . • • • 

Da ciò segue dover essere bensì 

"n +1-^ «a f -hec. <»„ (i*-i-(*«- 4 -(*»-*-ec.) ; 


ma il limite di questo prodotto è zero a simiglianza di quello del fat- 
tore perchè a motivo di i* minore dell’unità, il limite dell’ altro 
fattore , ossia della progressione geometrica decrescente i*-t-(**-+-(A*-t-ec. 
è una quantità finita; dunque la serie -+- -t- -+-ec. avendo per 
resto , o complemento dei suoi primi n termini una quantità che al cre- 
scere n si avvicina indefinitamente a zero , sarà convergente. 

La stessa dimostrazione , leggermente modificata , prova che la se- 
rie u, -l- u, -t- u, -h oc. , è divergente quando il limite X è maggiore 
dell'unità. E in consimil modo ancora si dimostra che la serie è con- 

vergente o divergente, secando che o^cicina ad un limite mi- 

nore 0 maggiore delFunità a misura che cresce n : dinotando il 
valore assoluto del termine generale i/„. 
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minore dell’unità, convien cercare, generalmente parlando, 
una serie ascendente , perchè in questa si vorilica più vo- 
lentieri che i termini divengono, presto o tardi , decrescenti: 
ciò che costituisce la prima condizione indispensabile per la 
convergenza. Al contrario , quando il valore che devesi at- 
trihuire alla variabile è maggiore dell' unità , la d’uopo in 
generale che la serie sia discendente , perchè nelle serie di 
questa specie avviene ancora più spasso che i termini a lungo 
andare vadano diminuendo. La formola di Stirling dà, com’è 
noto , lo sviluppo della funzione J\x) in serie ascendente ; 
ma se fa funzione ammette hensi uno sviluppo in serie di- 
scendente , lo si potrà , in generale , aver pure da quella 

formola sostituendo - ad a: nella detta fuuzioue . c svilup- 

X 

pando la risultante funzione di 2,0 qualche suo fattore 
in serie ascendente rispetto a 2, dopo aver praticata , se 
bisogna , qualebc trasformazione propria ad inqiedire che 
i coefficienti differenziali successivi della funzione 0 del 
fattore divengano inQnili quando si pone 2 = 0. E chia- 
ro che dopo ciò sostituendo - a 2 , come conseguenza della 

X 

prima sostituzione, si avrà una serie discendente rispetto ad x. 

L’inlegrazionejKtrparti, ripetuta uniformemente somministra 
nnch’essa delle serie or ascendenti or discendenti : come lo 
abbiam veduto nel 3." esempio del n.® ?,84.. Ed in line 

S piando la serie che meglio converrebbe non si presenta con 
aciltà, sonovi delle forinole generali (e noi no daremo alcune 
in prosieguo ), cou che si può sempre valutar per approssi- 
mazione il valore di un integralo qualunque. 

328. Per aggiungere intanto alcuni esempi a queste osser- 
vazioni generali, considereremo in primo luogo il dilfcrcnziale 

x^—' (lx{a->r bx”)i , che non si sa integrare ( n.” 807 ) uè 
algebricamente uè per lo trascendenti ordinarie, se non nei 

casi doiìc — 0 pure- son numeri interi. Per questo esein- 
^ n ^ n g 

pio non è necessaria la formola di Stirling , essendo all’uopo 
sufficiente il binomio di Newton ; quindi siccome 

39 
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(a + 5x")?= > 

lo sviluppo di (jiiest' ultimo Linoinio , e 1’ integrazione dei 
successivi monomi che si presentano do|>o la sostituzione di 
tale sviluppo nei differenziale pro|)Oslo, darà facilissiinamente 


+ 


r ar”— v4r(a+Ax”)y =ay F— + + 

t/ |_ »« 7 fl m-4-n 

p{]> — q) à» ar™ + •" I p{p — q){p—^9) _i_ „„ J 


(0 


I , a . y» a» m+an i . a . 3 y* a* wi-H 3 n 
serie convergente (io6) per tutti i valori dia: minori, astra- 

zion fatta dal segno , di ^ 

Per avere una serie discendente rispetto ad x , osserveremo 


che 


x!^—^dx[a-\-ba!")l=x’' 


np P 

Y ' ffx{b-^ax—”W , 


c però sviluppando in serio 

E E 

(ò-j-ax-~”)9, 0 piuttosto àv 




i 


indi moltiplicando il risultato per o:‘™+ v ‘dx, c integran- 
do , avremo 


J* v/x(o+àx")v = Vi 


. np m+ 

yar”»-t y ^ pa qx 

r 


tnq-i-np q b mq-\rn{p — q) 


"( />—?) 


»7) 

p{p~>i') ^ y» y 

i.ay» b* mq-\-n{^p—iq) 


(a) 


“f- ec. 


] 


serie convergente pei valori di x maggiori ^ prescindendo 
dal segno, di 


Se « e à son tutti due positivi, o pure se o è dispari , 
l’una 0 l’altra di queste serie ( secondo il valore che. per 
la natura della quistione dee avere x ) potrà dare il valor 
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prossimo dell' integrale ; ma quando fj b pari si deve por 

/> 

mente die la prima serie, a causa del fatlore af, diviene 
immaginaria se o è negativo ; c lo diviene la seconda se ó 

V 

è negativo , a cagion del fattore M . Ciò pertanto necessi- 
lerebne la ricerca di altre serie, so il differenziale non tlive- 
nisse immaginario ancor esso pei valori di x che rendono con. 


vergenti gli sviluppi 



o di 



c 


pei quali sussistono 1' equazioni (i) o (2). 

dx 




Sia come esempio particolare 
mio di Newton 

|/i— X* ' ' 2 ' 2.4 


Avremo col bino- 


1.3.5 

2.4.6 


ir** + ec. , 


e però moltiplicando questo sviluppo per dx e integrando , 
verrà 



1 


1 . 3 «9 

2.4 9 


+ 


1.3.5 

2.4.6 i3 


+ ec. : 


serie tanto più convergente , quanto minore sarà x in con- 
fronto deir unità. 

329. Talvolta , come fu indicato nel n.° 326 , si pratica 
l’integrazione per serie risolvendo la funzione y(a:), che mol- 
tiplica dx, in due altre come <s^(x) e 4'(x) , c sviluppando 
in serie una sola di queste, per esempio 1 termini nei 

3 uali si divide per taf modo il differenziale /(a:). ofr essendo 
ella forma aaf^dx.<s^(x) , si richiede che fa loro integra- 
zione sappia effettuarsi colle regole conosciute. 

Sia per esempio il differenziale 

dx 

Ve — X* ) ( 1 — «wr) ’ 

che s’incontra in una quistionc di Meccanica. Sviluppando 


Digitized by Coogle 



(3o8) 


col binomio di Nowloii il faltorc (i-*ar) il difTercnziale 
proposto si cambia nell’ altro 

+ + ^ + ec. ) , 

ciascun termine del quale avendo la forma , potrà in- 

l/ax— a;» * 

tegrarsi col modo dichiarato nel n." 3ii. 

330. Siano ora i dificrcnziali i gyj 

ix X 

grali , non esprimibili sotto forma finita , dipendono (3iS) 
uno dall altro , c però non costituiscono che una sola tra- 
scendente di genere pur diverso dalle ordinarie , come quelle 
dei numeri precedenti. Osservando che 

e-»'=i-f;«x+_+-^+ec. , 

si à bentosto con serie sempre convergènte 

/ 

33 1 . In simil modo per gettare in serie l’integralcy^ 

che si presenta di continuo neWa leoria analitica delle pro- 
babilità , basta osservare che 

— a?* , , . 

d’onde si A tosto lo sviluppo convergente 

P—X' , I* I I XI , 

le — ^ p cc. 

t/ 3 2 5 2.3 7 

33a. Gl’ integrali anche più composti 

/ Vr cns V1T p dx e"^ sen nx pdx e"»® cos nx 

X J J » 


'e'^dx , m» z» , OT» a;» . 

-—=lx + mx-{- h + CC. 

® a 2 2.3 3 


/ 


'dx sei! mx 
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che in fine dei numeri 3i6 e 817 notaronsi come semplicis- 
simi nel loro genere , si esprimono per serie sostituendo a 
sen.wia: e cos,»ir i noti loro sviluppi ( 120 ). Inquanto al 
terzo si potrebbe anche svolgere in serie in luogo di 
scnn;r; ma il quarto coll’uso delle serie esprimeuti cos 


o pure dipenderebbe da una 


delle trascendenti 





dxf^o%nx 


X 


7 


mentre si può in vece far dipendere da un lo- 


f 'arilmo e da una serie. A tal fine Casta sviluppare in serie 
a funzione cos nx colla formala di Stirling, e in simil 
modo il terzo integrale può aversi con uno sviluppo meramente 
algebrico mediante la serie che nasce dalla funzione e”'^seanx. 
Queste due serie sono 

e"“^sennx=nx-l-(2mn)^-)-(3OT*n — — 4»nn^)- ^^ - | - c c. 


a. I \ 

c*"^cosna?=:i-|-OTJH-(»i*— n*)-^-4-(m® — 3mn»)^-t-(fnA — g-^-+-cc. 


e la legge che seguono i coefficienti dei termini successivi 
si appmesa dal procedimento del calcolo : elevando il bino- 
mio ?n-{-n alle potenze 2 ,* 3,“ 4)* e prendendo con se- 
gni alternativi i termini di rango pari , o quelli di rango 
dispari , si ottengono i coefficienti rinchiusi nelle parentesi 
delta prima o della seconda serie. 

333. Anche il differenziale dx ( a-i-4cosar )", che si pre- 
senta spesso con esponente frazionario e negativo neU’.^^«/ro- 
nomia fisica , si notò nel n.“ 325 come incapace di essere 
integrato sotto forma finita, quando m non è mtero. La pri- 
ma idea che si presenta nel volerlo integrare per serie è quella 


di sviluppare ( n-j-òcosa: )"*, o piuttosto 0 “ 



col binomio di Newton , essendo nota l’ integrazione dei dif- 
ferenziali della forma Ndx co^^'x-, ma questo procedimento 
conduce nell’integrazione di,|ciascuna parte del risultato a 
termini , fra i quali ve ne à dei simili a quelli che nascono 
dalla integrazione delle parti precedenti , il che rende lo svi- 
luppo definitivo difficilissimo ad ordinare. Pertanto Eulero e 
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A-\- 5cosar+ C cos 2 a:+Z?cos dx + ec. 


Siccome però gli arfìGzì notevolissimi di analisi , a tal fine 
immaginali da quei sommi geometri, non sono di natura ad 
essere con brevità esposti in un libro elementare , noi ci ri- 
metteremo per questo al gran trattato di calcolo difTercnziale 
ed integrale del sig. Lacroix , Voi. II, numeri ••• 4-64. 

334 . Termineremo questo articolo facendo osservare, che 
sovente il mezzo più acconcio a risolvere in serie una fun- 
zione è quello d’ integrarne per serie il differenziale. Così per 
ridurre in serie la funzione arc.sen x mediante la formola 
di Slirling , fa mestieri di calcoli alquanto prolissi ; ma si 
raggiunge speditamente lo scopo prendendo il differenziale 
della funzione , ed integrandolo per serie. Difatti essendo 


t/.arcseoa:=;^^==z/x(i , 


integrando si à bentosto 


„ . , I a-* , 1.3 a-» 1.3.5 a-7 

arc.sen x = (7 -t- x r H 7 -^ H 7 -^^* + «c- 

a ^ a. 4 5 a.-t-.o 7 


Tenendo questo modo per risolvere in serie una funzione, 
si deve aggiungere alla serie una quautità costante, potendo 
ben essere costante la differenza di uue funzioni aventi eguali 
differenziali (35). Tale costante però non e arbitraria, come 
quando è dato il solo differenziale della funzione ; perchè 
nel caso nostro si vuole che la data funzione da una parte, 
e la serie con una costante da un'altra , siano membri di 
una equazione che deve sussistere per tutti i valori di x che 
rendono convergente la serie. £ di fatti questa equazione de- 
termina essa stessa la costante, mercè la sostituzione effettiva 
di alcuno tra i detti valori ; ed è superfluo aggiungere che 
a tal fine debba preferirsi quello che meglio degli altri rende 
noto il valore assunto dalla serie , c che ordinariamente è 
zero o r infinito secondo che la serie è ascendente o discen- 
dente. Cosi, nel nostro esempio, essendo convergente la serie 
per tutti i valori di x minori dell’unità, ed essendo nulli i 
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Tnlori di arc.sena; e della serie quando a:=o, risulta C=iO, 
e quindi si à semplicemente v 


, I 

arc.sena? = ari 

2 3 


3.4 5 


I.3.S «T , 

— y-x — h ec, 

2.4<D 7 


Ma se per Tsviluppare, a cagion di esempio, are. fonar in se- 
rie discendente si osserva che 


dx dx / * , * * i \ 

rf.arc lao x= . , v =pr ( ‘ — j' 

e che perciò 

arc.tana:=C-^+3fr-5^ + ^- ’ 

per determinare la costante bisognerà osservare che la serie 
è tanto più convergente, quanto maggiore è a: in confronto 
dell’ unità ; il perchè converrà supporre x~ oo , divenendo 

così nulla la serie , e l’ arco eguale a - : con che risulta 



e si à in conseguenza 


arc.tan 



+ _! L+_! 

~ 3** 5x® ’jxl 


ec. 


XXFII., Nozioni mgV integrali definiti, e formole 
approssimative dei lor valori. 


33o. Supponendo essere come nel n.® 275 

y=F(x)-^C (i) 

l’integrale completo del diflerenziale dy=dxf{x), sappiamo 
che C dinota una quantità costante, ossia indipendente da ar, 
ma del tutto arbitraria finché l’integrale non deve adempie- 
re se non la condizione, che differenziato restituisca dxj far). 
Essa però non sarebbe più tale, se per la natura del proble- 
ma che impegnò alla integrazione , o per semplice conven- 
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zionc, l’integrale y dovesse prendere un valor dato b quan- 
do iHi altro valor dato a si attribuisce alla variabile x\ perchè 
allora dovrebb’cssere 

b=F{d)-\-C, d’onde nasce C=A — ^(«)- 
In lai caso l’equazione (i) diviene 

y—b=F{x)—F{a) , (2) 

e in linguaggio geometrico , questa maniera di determinar 
la costante equivale a far passare pel punto (Ojb) Li curva 
di cui sono coordinate la variabile e l’ integrale. 

336 . Ordinariamente si suppone clic l’ integrale svanisca 
quando x à un certo valore x^, cioè a dire si suppone 
quando x=Xa'. allora indipendentemente da y rinlograle si 

esprime conj^ dxf[x), o^^^ dxf{x), e rcquazionc (2)divicne 

J'^dxf{x)=J*^^ dxfix) = F{x) — F{ x„ ). 

Dopo ciò se si voglia , o se la natura del problema esi- 
ga che la variabile ar abbia un qualunque valor particolare, 
cui denoteremo con Xx,, basterà sostituire Xx ad x nell’equa- 

zione precedente, ed indicando il risultato enn^^ d.rf{x), 
avremo 

J^yxf{x)=F{xx)-F{x^). 

337. Il valore x„ per cui l’ integrale svanisce n’ è come 
r origine , e suol dirsi che /’ integrale incomincia quando 
x=Xo- Il valore a cui poscia si arresta essendo Xs, si dice in 
conseguenza che f integrale finisce quando x—Xx, Con nome 
comune i valori Xo ed x«s diconsi limiti dell’ integrale, uno 
inferiore l’altro superiore-, comunque non siano realmente 
che i limiti della variabile di cui l’integrale è funzione. Un in- 
tegrale che si enunzia senza fi-ssarc la sua origine, o piuttosto 
senz’ altra condizione tranne quella di avere un dato diffe- 
renziale, suol dii-si integrale indefinito-, e per contrario si 
chiama integrale definito quello di cui son dati i limiti nel 
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senso anzidcUo (*). Se (|iiesli Jitnili sono g<1 x^y, si dice 
clic l'integrale debb' eseer prete da xt=Xa sino ad x=x,y,\ 
e giova por mente che ciò si può effettuare ( indipemlen- 
tcmente dalla determinazione della costante arbitraria ) cal- 
colando % valori che prende la parte variabile dell' inte- 
grale quando x=x^ e quando x=Xs^ e poi sottraendo 
il primo valore dal secondo. 

o38. Tutti questi modi di dire , eguaimcnie che le voci 
somma , sommatoria , integrale , con che si esprime la 

caratteristica ^ posta innanzi al dilTerenziale , tengono ad 


una proprietà importantissima , cui si fece allusione nella 
noia al ii.“ 2y5 , e che s* può enunziare dicendo che l'in- 
tegrale definito di un differenziale qualunque si può ri- 
guardare , generalmente parlando . come la somma> de- 
gl' infiniti valori die prende il differenziale da un limite 
ali altro deli integrate ; o per parlare con più precisione 
e chiarezza: che supposto d f{x) = dx J\x) , l’ integrale dé- 
fioito 


F(x») — F {Xa) , o \eto dxf{x) 

si può considerare generalmente come il limite verso il quale 
converge la somma dei valori 

AxJ'{Xa), àxf(Xa+^x), lxf{xa-\rzlx),. .AxfiXy,), 
a misura che Ax diviene un aliquota di più in più picco- 
la di X^, Xa. 

Difalti riguardando la variabile x come l’ascissa, e l’ in- 
tegrale F{x) + C come la corrispondenle ordinata di una 
curva KL[fig.S3) , supponendo essere Ax=PQ un aumento 
dato all’ascissa ÓP , ed Mt, Mr la tangente delia curva e 
lu parallela all’asse Ox menale per il/, abbiamo 

r/= Axf{x ) , rN = Axffx ) + ^/' (x) (x) + cc. 


(*) Si vedrà in seguilo che una moltitudine d’ integrali deiìniti, presi 
tra limili speciali, come o,± i ® spesso trovati indi- 

pendentemente dagl* integrali indefiniti, costituiscono un nuovo genem 
di funzioni , la cui teoria forma in oggi una branca estesissima ael- 
r analisi. 

4o 
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Se dunque si riguarda la retta rN come eguale ad ri quan- 
do Aar diviene dx , l’errore verrà espresso da 

t'/'W+ 

c quindi sarà un innuilesimo di secondo ordine. Ma c vi- 
sibile che tutte le rette slmili alla rN ■, e comprese tra le 
ordinate PoMo e Pta Ulto , costituiscono la difTereuza Mk u tra 
queste ordinate , espressa da F (xx) — F (Xa ) ; dunque seb- 
bene v’abbia infiniti di tali errori da PoJflo a Px Mx quan- 
do Aa: si riduce a dx , pur tuttavia non ne risulta un er- 
rore valutabile, equivalendo tutti insieme ad un inCnitesimo 
di primo ordine , ossia ad una quantità minore di qualun- 
que assegnabile. 

339. A dimostrare la stessa proposizione si poteva anche 
supporre che la curva £L avesse per ordinata la funzio- 
ne y (a:). In tal caso l’integrale completo Z’ (ar) + (7 avrebbe 
dinotato (.5o) l’area ABMP a contare da un'ordinata arbi- 
traria siccome la C; e prendendo A;^(ar) come misura del- 
l’area MPQN, si sarebbe commesso un errore rappresentato 
dal triangolo mistilineo MNr, e quindi minore del rettan- 
golo rs. Ma è visibile che l’ area Po M„ Ma P<o , espressa da 
F{Xx) — F(Xo), è somma di tutte quelle simili a PMJVQ e 
comprese tra Po Ma c Px dunque considerando la prima co- 
me somma dei valori presi da Axjf{x) nell’ intervallo da x=Xo 
adiT=a‘«, l’errore sarà più piccolo del rettangolo uv mi- 
surato da MxU. Aa: , e quindi sarà infinitamente piccolo 
quando Ax riducesi a dx, comunque allora il numero degli 
errori divenga infinito. 

340. É necessario notare come nella recata dimostrazione 
(338) siasi tacitamente supposto che le funzioni f[x) ed F(x) 
non divengano infinite , o per parlare con più esattezza sia- 
no continue tra i limiti deli’ integrale, di tal che nel caso 
contrario l’ integrale definito 

dxf{x) , ovvero F{ Xx) — F{Xo) 

Xo 

potrebbe non più rappresentare la somma dei valori che pren- 
de il differenziale dxj\x) tra i limiti Xo ed Xx , ossia il li- 
mite verso il quale converge la somma dei prodotti A;i^(ar), 
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oUenula dividendo l’ infervallo x«> — Xo in parli Aj; di più 
in più piccole. In questo caso la della somma o limile non 
à , in generale , un valore assegnabile , ed a parlar pro- 
priamente più non esiste ; e gettando lo sguardo sulla curva 
indicata, per esemplo, nella. ^g. t8, dove all’ ascissa a: =o 
si veggono corrispondere due ordinate inGnite e di segno 
contrario , si vede chiaro che non saprebbesi concepire il 
modo di desumere un’ordinata positiva da un’ordinata ne- 
gativa , aggiungendo a questa le successive ditrerenze, tutte 
altresì negative , delle ordinale intermedie. Tuttavia non la- 
scia di esser vero che la differenza dell’ordinata negativa 
dalla positiva venga espressa dall’integrale deGnilo. 

In linguaggio analitico sono esempi sempllAssimi di que- 
sto caso eccezionale i due integrali aeGuìli 

p * * * P* ^ I * — ® 

Jo {x — a)* a » — a'Jo x — a — a * 


che si ottengono da 



dx 

{x—a)* 





mediante la regola dianzi (SSy) espressa. 

DiFalli supponendo a> 0 , e <* , il primo di queirinlo- 
grati à un valor negativo , frattanto che la quantità sotto- 
posta al segno f rimane costantemente positiva ; il secondo 
poi assume un valore immaginario, mentre la quantità sog- 
getta al segno f è sempre reale. (*) 


(*) Sebbene quando J{x) diviene infioila fra i limiti assegnati all’in- 
tegrate di dxf{x), non v’ abbia, in generale, alcun rapporto fra l’in- 
tegrate definito c la somma dei valori del diiTcrenzialc ; nondimeno 
r illustre Poisson à fatto vedere nel iS." fascicolo del Giornale della 
Scuola Politecnica , die la loro eguaglianza potrebbe tuttavia sussistere 
facendo passare la variabile x da un limite all’altro con una serie di 
espressioni immaginarie e finito. Cosi nei due esempi qui sopra addotli 
si può fare 


ar (i — cosu-l-l/ — I scn»), donde =* ( sen^H-J/ — i cos* ) </« , 


p i limiti della nuova variabile a', corrispondenti ai limili zero ed > 
di X , potranno essere zero , c ( 21-I-1 )« , dinotando 1 un qualunque 
numero intero. 
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34-I. Non mancano per altro (l<;i casi nei quali sussiste 
la proposizione di cui si tratta , non ostante cW la funzio- 
ne ^/(x), o l’altra /\ar) divengano infinite per un valore di 
compreso tra i limiti dcH’integrale. Così nella curva AeWtiJig.fGt 
la quale rispetto degli assi Ò4, Ok potrebbe rappresentare, a 
cagion di esempio, l’ equazione 



la differenza di due ordinate come pm e PJU è ben cbiara- 
mente formata da tutti i differenziali delle ordinate interme- 
die , quantunque per un valore compreso tra la Op ed OP 
il coeulciente differenziale dell’ ordinata divenga infinito. Lo 
stesso pare anche da doversi ammettere nella curva indicata 
dalla pg. //, che potrebbe esprimere per esempio l’equazione 



comunque in passando da una ordinala corrispondente ad 
un’ ascissa negativa, ad un’ altra corrispondente ad un* ascissa 
positiva, s'incontri nell’ intervallo un’ordinata infinita, unica 
però c di segno simile alle due altre. 

Questi due risultamcnti a prima giunta sembrano avcrcdel pa- 
radosso, ma questo svanirà tostamente ove si rifletta che le fun- 
zioni le quali si presentano talvolta sotto le forme ooxo, — oo 
possono esser di valor finito o nullo. Ed in vero , quanto 
al primo risiiltamento , dovendosi considerare dy s dxf (x) 

come il limite cui si avvicina il prodotto AXf a misu- 
ra che Ax impiccolisce, ne viene in conseguenza che quan- 
do anche cresca simultaneamente il fattore , quel pro- 
dotto non che infinito, potrebb’ essere finito o nullo quando 
nel limite dxj{x) la funzione y^(;r) diviene infinita. 

Per riguardo poi al secondo risultamento, i valori di dxj{x) 
cambianuo segno nel passaggio dalie x negative alle positi- 
ve , ben si vede la possibilità che dei valori anche infiniti 
di quel differenziale si distruggano a vicenda per aver segni 
contrari. 
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34 . 2 . Se cercandosi il valore dell’ Integrale Ira i 

limili X, cd Xxi accade che la funzione j(x) mviene infinita 
per un valore a compreso fra essi limili, non si può, gene- 
ralmente parlando, trovare il valor cercato se non dividendo 
r integrale in due parti, di cui la prima finisca e l’altra 
cominci da x=a , cioè a dire considerando separatamente i 
due integrali deGnili 

J2 dxf{x) ed dxf{x ) , 


la cui somma pel n.* 336 darà il richiesto valore. Questa 
somma avrà un valore infinito, se inGniti e del medesimo se- 
gno sono bensì quelli delle due parli , o pure se una sol- 
tanto di queste è inGnita ; si presenterà sotto forma indeter- 
minata, quando le due parli han valori inGniti di segni con- 
trari ; e per ultimo avrà valor Gnilo , se tale bensì è il va- 
lore di ciascuna parte. 

In simil modo converrebbe spezzare l’ integrale deGnito in 
tre parli , quattro , ec. , e determinare separatamente il va- 
lore di ciascuna, se f(x) divenisse inGnita per due valori, 
tre , ec. di x, compresi tra a*» ed a*» . 

343 . Rimossa questa dilBcoltà , quando l’ integrale non si 
può avere sotto forma Gnila , o di una serie abbastanza con- 
vergente; e quando, avendosi ancora sotto forma Gnita,il cal- 
colo. numerico di esso è soverchiamente difficile, si può trar- 
re partito dal teorema dianzi (338) provato, dividendo l’in- 
tervallo Xs> — X, in un numero n di parli eguali Ax suffi- 
cientemente piccole , e calcolando i valori di 

f{Xo),f{xo + Ax),f{x„+2Ax),...f{x, + {n—i)Ax'\; 

poiché moltiplicando in seguilo la somma di questi valori 
per Ax , si avrà prossimamente il valore dell’integrale. 


Operando cosi, e riguardando l’integrale defiaìlo^^'"dx f{x) 


come rappresentato dall’ area PoMcM<e P«>Ac\\& curva avente 
per equazione yzz=f(x) , quest’area si viene a considerare 
come la somma dei rettangoli MoP,,M, /*, ,..Mn—iPx> iscritti 
alla curva; e dinotando per brevità coay,,i/,,y„. 
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le ordinate MoPo,M^P^,M, P, i/n— i Pn—i, Jff« Pa si ‘ 
à prossimamente 

'f^°°ydx—lx{ìjo+yx+y, +...+y/i— i),doveAar= - . 

cy Xo n 

Slmilmente facendo uso dei valori di Axf{x) da x=Xo-\-^x 
sino ad x=Xa-i-n^x=Xix>, si considererebbe l’integrale o 
r arca corrispondente come uguale alla somma dei rettangoli 
P,M,,P,JI,,. . .Pn—iMa, ,cìrcoscrìUì alla curva, e sarebbe 
approssimativamente 

J*J“i/dx=^x {y, + y, + y. + . • . +j/.). 

344- È visibile che uno di questi valori dell’ integrale de- 
finito è in difetto , e l’ altro in eccesso riguardo al valor ge- 
nuino dell’integrale, almeno quando le ordinale 
son tutte crescenti, o tutte decrescenti; per modo che quan- 
do ignorasi , come ordinariamente avviene , la quantità del- 
l’errore , è prudenza servirsi del medio tra essi , il quale 
vico rappresentalo da 

ydx = Ax^^ yo-t-y, + y . -f . . . y»-. + -^y„) • (I) 

Questa formola non racchiudendo che i valori della funzio- 
ne J'{x) , può essere impiegata anche quando questi valori 
son dati soltanto in numeri , senza esser cognita la forma 
della funzione. La medesima è inoltre tanto più prossima al 
vero quanto minore è Ax , e quanto meno rapidamente va- 
riano i valori di J‘{x) Ira i limili a^ocd Xa> ; nondimeno os- 
servando che il polinomio rinchiuso nella parentesi potrebbe 
anche ricevere la forma ' 

■7 (y» + ) + -7 ( y«+y« )+•••+ t + y» ) * 

si vede facilmente che essa rajmresenta la somma dei tra- 
pezi iscritti all’ aera Po Alo AI„ it, e che però eccede o man- 
ca dal valore esatto di quest’ area , ossia dell’ integrale , s^ 
condo che la curva oppone la convessità o pure la concavi- 
tà all’asse delle x. La geometria non offre con faciltà il 
mezzo di renderla vie maggiormente prossima al vero , ma 
bene visi riesce colla serie di Taylor, che fornisce anzi il mo- 
do di spingere l’ approssimazione a quel grado che si vuole. 
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34-5. Difatli , scrivendo da principio per semplicità x, fi,c S 

10 vece di x,,x<u, e ^x, abbiamo per la citata serie 

/^( *+5 ) = F(*)+5/(») + ^/'(a) + ec. 
/’(*+25)=/’(a+S)+5/(»+5)+7/'(*+5) + cc. 

F (*+35) = /^(*+25) + 5/(»+2S) + ^/' (a+ 2 S) + ec. 

/’(»+n5)z=/’[»+(n- i)5]+y[«+(n— 1)3]+^/'[*+(«— i)5]+cc. 

Quindi supponendo /3 — a=ssn5, e facendo la somma di 
quest' equazioni , avremo 

F{^) -/’(»)=S^/(»+»5)+^ 2/'(*+*‘3)+ec. 

dove i esprime un numero intero , e le caratteristiche 1S, in- 
dicano delle somme che si estendono agli » valori di t, 
da i=o sino ad * = » — i. 

Applicando alle funzioni f(x) ed f'(x) ed ec. 

11 risultamento ottenute dalle funzioni F (x) ed J{x), si à 
del pari 

/(/3) -/(») = 32/' (*+*3)+ ~ 2/" ( *+i5) +ec. 

/'(/3) -/'(«)=52/"(»+*3)+ec. 

Ciò posto , se si stabilisce a ragion di esempio, di voler di- 
sprezzare le potenze di S superiori alla seconda nel valore di 
/(/3) — F(x), si potranno desumere i valori di 

^S/'(.+, ■!),'> |-2/'(.+«) 

dall’ equazioni precedenti, e limitandosi alle potenze seconde 
di 5 verranno espressi rispettivamente da 

7 [/(/3)_/(«) ]- J r/'(/3)-/'(*)].e 7 [/' 03)-/' («) ]. 
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Adunque sosiiluendo' questi valori ai precedenti nel sun- 
notato valore di F {o) , avremo 

cioè a dire 

dxf{x) = a +/(»+a) +/(.+ 2 a) + . . . 

o pure, rimettendo i simboli primitivi, 

dove y'»ed y'n sono scritti per dinotare i valori che assume 
il coefficiente differenziale di y, ossia di J{s), nel sostituire ad 
X i limiti aro ed a"». 

346 - La forraola (i) suppone , per essere applicabile, che 
y„ ,yt ,...yn siano Onili ; e la formolo (li) esige inoltre che 
siano tali anche y'o, y'n- Quindi se si debba, o si voglia far 

uso di tali formole per valutar l’integrale definito^y^** dicf{x) 

nella ipotesi del n.“ 34-2, cioè che/(ar) diviene infinita per 
x=a, non saranno esse applicabili che a valutar, se si vuo- 
le , r integrale da a=ìar, sino ad a?=a— J, essendo 3 un nu- 
mero discretamente piccolo ; ma in quanto al calcolo del- 
r integrale da x=a — 3 sino ad ar=a, non basterà divide- 
re l’intervallo 3 in parti Ax vieppiù picciole , sia perchè 
questo non compensa l’ effetto del rapidissimo accrescimento 
che prendono i valori di f(x) quando x è presso a diveni- 
re a , sia perchè gli ultimi termini delle formole in parola 
divengono assolutamente infiniti , laddove Ax non potroli- 
hesi nel fatto assegnare che piccolissima. In tal caso dunque 
bisogna ricorrere ad opportune trasformazioni, lo scopo delle 
quali è nel tempo stesso di far conoscere se l’integrale ri- 
chiesto abbia valor finito , e nell’ affermativa , di determi- 
narlo prossimamente. Vogliam dire che bisogna trasforma- 
re dxj{x) in funzione di un’altra variabile s , come 9 ( 2 ), 
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mercè tale cqunzione ■^{x,z)=iO tra a: c 2, die pel valore 
di z cavato dall' equazione 4- {o , z) = o, risulti di valor fi- 
nito la funzione 9 (z) ; e cosi anche risulti la sua derivala 
q>'(z), se si à in vista di applicare la formolo (II). Ciò po- 
scia ammesso, bisogna prendere l’integrale di </z$(z) fra 
i limili espressi dal detto valore di z,e dall’altro die nc dà 
r equazione 4. ( a — S, z) = o. 

347. Concepiamo ridotta la funzione f{x), die diviene 
influita quando j*=a , sotto la forma 


> (A) 

( a—x 

dinotando X una funzione di x, die non diviene infinita nè 
nulla quando x=a. Supponendo a—x=z”', avremo x=a—z”\ 

0 (tx= — mz” — ‘fife, dal che risulta 

dxf{x), ossia (A)flte = — mZz^—’‘—‘(lz , 

indicando con Z la funzione dizin che si mula X. Ora s<', 
conforme all’ ipotesi , Z non diviene infinita quando z = v 
( che è il valore di z corrispondente al valore odi x) , e 
se inoltre m è maggiore di n , il cocfHcicnle di dz sarà fi- 
nito quando z=o ; c quindi una formula in z simile alla (I) 
potrà servire al calcolo dcH’intcgrale di mZz”'~”~' dz tra 

1 limiti zero e J/s, che sono i valori di z corrispondenti ai 
valori a ed a—S di x- 

Essendo poi il coefficiente differenziale di Zz"*— " — * espresso 
da Z'z“ — " — ' + ( m — n — / ) Zz”~"— • , si vede che per po- 
ter applicare con sicurtà ima formula in z simile alla (II) , 
al calcolo dell’ integrale di mZz”'~"—‘dz da z = o sino 

a z=i/j, conviene che altres'i Z' abbia valor finito, sic- 
come Z, (juaudo z=o: il che per rapporto alla funzione (A) 
esige che siano finiti i valori di X ed X' quando ir=o, al 
di più della condizione che m sia maggiore di n. 

348. È chiaro che la sostituzione: a — x = z”‘, pratica- 
la nel differenziale {S)dx , rimane senza effetto quando wi •• 
uguale o minore di n, perchè allora il coefficiente di dz nel 
risultante differenziale in z diviene alla sua volta iiifiuilo nel 

4 i 
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limile zero eli z. Ciò sembra dipendere intrinsecamente dal 
fallo che l'integrale di ^ ^ ( il quale si presenterebbe 

integrando per parli (^\)dx ) , contiene al numeratore e non 
più al denominatore il binomio a — x, quando m ò maggiore 
di n ; laddove questo binomio rimane tuttavia nei denomi- 
natore quando tn c minore di n , risultando cosi infinito 
r integrale pel valore a di x: come pur risulta infinito quan- 
do m = n, a motivo che l'integrale viene allora espresso da 
— l [a — a:). Adunque siccome il prodotto della funzione (A) 
per a — x ò visibilmente nullo, Gmlo, o infinito quando x=a, 
secondo che m c maggiore , eguale , o minore o’i n , in 
conclusione potremo affermare che /’ integrale di di f(x) pre- 
so fra dati limili , per un dei quali a la funzione f (i) 
diviene infinita , sarà finito se il prodotto (x — a) f (x) sa- 
rà nullo quando x=a ; ma potrà essere infinito , se quel 
prodotto sarà finito o irifinito quando x=a. Ora, nel pri- 
mo soltanto di questi tre casi può tenersi vera, senza ecce- 
zione, la proposizione dimostrata nel n.** 338, e quindi può 
valutarsi l'integrale collo formolo (1), (li). 

34-9- Termineremo osservando che spesso per eseguire ap- 
prossimativamente r integrazione del differenziale in parola, 
dxf(x), tra i limiti strettissimi a — 5 ed a, basta porre sol- 
tanto a — x=z\ perchè la picciolezza della variabile z, rac- 
chiusa tra i limiti zero e 5 , permette di scmplicizzar molto 
il cocQìcicntc diG'ercnziale del risultato in z ; c ciò con ar- 
tifizi suggeriti dalla natura di questo cocflicicnte, o cou isvol- 
gcrlo in serie ascendente per rapporto a z, c limitarsi ai ter- 
mini affetti dalle potenze ai un certo grado. 

Tenendo, a ragion di esempio, questo modo per l' integra- 


, f • x'dz 

® Jo \/T^ ’ 


si potrebbe colla formola ( I ) trovarne la par- 


te compresa da x = o sino ad iT=o,q; e l'altra contenu- 
ta da x=o,q fino ad a:=o, 99 . Inoltro per la prima si 
potrebbe prendere Ax=o, r, e successivamente 


X = o;=o, 1 ;:=o,2;=o,3;...=o,9. 
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Per la seconda parte poi , impicciolendo vieppiù ù^x, a niu. 
tivo che nell’ avvicinarsi x ad i crescono più rapidamente j 

valori di ^ , si polrebl)c fare Aar=o , o 3 , e succes- 
sivamente ar=o,go; =o,93;=o,96; = o,99. 

Quanto poi alla rimanente parte del richiesto integrale, 
compresa tra i limili 0,99 ed i, supponendo i—oc=z, ri- 
sulta 

pi x*dx ^0,0 1 ( I — s)«rfa 

J ® j 99 |/» — J o 1 / 4 * — 6 a*-H 4 -s*— ^ 

po,ot ( I— g)« dz POfOs dz / 5z ^ \ 

t/ o J/s — z* ~~t/ o al/z\ 4 3 a 

Per lo che, limitandosi alla potenza seconda di z, ed es- 
sendo 

/ dz ( 5 s 5 z* \ 1— / 5 z *• \ 

la sostituzione di 0,01 in luogo di z darà: 

/** 7 7 r == (o> » ) ( » fi-* — ^= o,o 52 o 53 ...; 

— X* V 160000 / 

valore certamente assai prossimo al vero. 


XXFltl. Uso degF integrali definiti nelle rettifi- 
cazioni , nelle quadrature, e nelle cubature. 

i.“ Quadratura delle curve piane. 


35 o. Cominciamo dalle quadrature o misura delle aree, 
che d’ordinario sono più tacili, sebbene un ordine più na- 
turale vorrebbe che si trattasse prima delle rettificazioni , o 
misura delle lunghezze delle lince curve, per quindi passare 
alle quadrature , cd in ultimo allo cubature 0 misura dei 
volumi. 
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Ciiiumandu l un’arca come Po vf/w Pk ifig.S^) di una 
curra qualunque, y=f[x), riferita a coordinale reltango- 
Inri , si fe veduto nel n.® 336, di accordo con quanto erasi 
<lollo nel n.” iSo, che tale area vien rapprcsentutn dall’ in- 
tegrale delìniloy^**' É dunque chiaro che per otte- 
nerne la misura, non si à che a cercare Tinlegrale indicato 
da Jc/xJlx), e poscia valutarlo fra i limili x„ ed Xs> colla re- 
gola cnunziata nel n." 33y. Se non fosse stabilito che il solo li- 
mite a:» relativo al comineiamento dell’ integrale , hasferebbe 
sottrarre dalla sua espressione in x il valore che la stessa pren- 
de nel sostituirvi x„ad x, per modo che quando il detto valore 

nullo, non è cr%o dxf {x) da J*dxf[x). 

35 1. Sia per primo esempio la parabola ordinaria, espressa 
dall’ equazione 

y'= 2 ax , o vero y=±V^ar , 
e cerehiamone l’area 1-= OPM , Jìy. 54- 

Sostituendo l/ioir ad y nella formola generale Jydx, ab- 
biamo r integrale 

^ ^ i 

fdxV/iax^V^ttfx' dx = -V^aX' ; 

quindi siccome questa espressione divien nulla con x , la ri- 
chiesta area OPM sarA 

t = j ^ dx\/iar = - |/«a T* = — 1/ aaa? X = —xy , 

eh’ è quanto dire sarà i due terzi del rettangolo cireoscritto 
PQ-. risultamcnto notevolissimo, dato la prima volta dal 
grande Archimede. 

352. È chiaro che sostituendo — ì/mx ad y nell’integra- 
le fydx , si avrebbe — \ ^ P*'*'' ^“lore dell’ area OPm. Ciò 

non ostante nella misura dello spazio MOm, comedi qualun- 
que altro, le parli in cui desso può supporsi diviso per ap- 
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plicare a ciascuna più facilmente il metodo integrale , si ri- 
guardano tutte come positive quando poscia si riuniscono per 
ottenere lo spazio. E lo stesso va dello delle parti in che si 
possono intendere spezzate le linee o i volumi , alTine di 
trovarne, più comodamente la misura. 

353. E notevole che ogni segmento della parabola è i 
due terzi del parallelogrammo circoscritto. Ciò è di tutta 
evidenza pel segmento MOm di corda perpendicolare all’asso 
della curva, e per convincersene in quanto all’allro qualunque 
jfl'Mm' , basta osservare che riferendo la curva al diame- 
tro AIP ed alla tangente AlQ' , come assi coordinali , T'o- 
(^uazione della curva risulta, com’c nolo, di forma afiùtlo 
simile alla primitiva. Quindi , in virtù della nota del n." i5o, 
lo spazio niistilineo MP'M' debb’ essere i due terzi del pro- 
dotto M P . P iW .sca P' JU Q' , il quale esprime, come tulli 
sanno , l’area del parallelogrammo P'Q'. 

3 . 54 .. Le curve espresse per l'equazione z/"= mx”' dicon- 
si ancora, per similitudine, parabole del grado indicalo 
dal maggiore dei numeri m ed zi, i quali si suppongono positi- 
vi: cosi le curve rappresentale dalì’equazioni y^=a*x, y^=ax* 
si dicono parabole cubiche, una di prima specie, l’altra di 
seconda. Quindi essendo in generale 


fydx = J*‘x'^ dx = 


« n-f" ‘ 

* X = ■ 




e questa espressione divenendo nulla per x=o, si fa chia- 
ro che tutte li parabole sono quaarabili ( cioò di aje 
esprimibili in funzioni algebraiche e finite delle coordinale 
c dei parametri delle curve ) , e che le aree in forma di 
triangoli mislilinei , comprese tra l’ origine degli assi e . 
due coordinale qualunque , sono in rapporto costante al 
rettangolo di queste coordinate. 

355. Sia ora l’ellisse rappresentata dall’ equazione 

^ + |^=i,o vero zy = ± £ 
e cerchiamone l’arca t=. ODMP, fig. ÌjS. 

A questo fine bisogna integrare ^ dx , <• quindi 
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basterebbe, senza piò, rimetterei ad uno dei n.‘ 298, 3o6; 
ma siccome, indipendentemente da essi, l’integrazione per 
parti ci dà 

JdAf^'-x' = ® V^ar* ' 

e altronde abbiamo identicamente 


(m) 


X 

sen - , 

O 


■ pdx{a' — X*) ,f* dx / x*dx 

Jdx\Ja X J ^ oj \/a' — x» J {/a' — x* ’ 

sommando queste due equazioni e dividendo per 2, avremo 

/<£rVa*-*‘ =- + tJ i/a.-a-. ^ 
ma dal n." 283, l.” si trae / -7== = are. 
dunque sostituendo questo valore avremo 

fdxVa^—x* = ^ X* + ^ are . sen ^ . (M) 

Questa espressione divenendo nulla con x, rappresenta l’in- 
tegrale J*^dx\]a' — X» ; quindi abbiamo per l’arca OBMP 
. b f*x , . bx , , ab 

1 = — I dxVa' — X» = — 

«t/ o 


■ are. sen - 
a a 


XV , ab X 

==—-4 are. sen 

a a 0 


0 siccome il primo termine esprime il triangolo OPM , re- 
sterà il settore B031 =- — are . sen — . 

a a 

Da questa formola , non meno clic dalla precedente , po- 
nendo x=a, si à tosto |aà per arca del quadrante ellittico 

ÀOB , e quindi l’espressione semplicissima vab per l’arca 
dell’ intera ellisse. 
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Supponendo a = b Y ellisse voltasi in cerchio , e l’ area 
di questo risulta espre^ da irò*: di accordo con quanto si 
dimostra negli elementi di geometrìa. 

356. Col metodo stesso che à dato la formala (m) si 
avrebbe 


y 5 : (") 

ma cambiando a in — a*, e facendo b = o, c — i nell’integrale 


ottenuto nel n.° 3oo, si à 

dx 


dunque 




J*dx Var* - «• =1 V^:* - / (a: + V®* “ «• ), (*), (N) 


(^) Dovendo slimarsi ulilc il poter rendere più che si può indipendente 
un’integrazione da un’altra, noteremo qui come si potrebbe trovare di- 
rettamente r integrale di dtf=dx ' 

Ponghiamo l/x» — a*=z — a?, (L) : e sostituendo avremo subito 


v=f(z—x)dx=fzdx — ~ = zx~fxdz— 

Ma r equazione (L) dandoci 

z a* . , - , Pzdz , Pa*dz z* a* , 

dunque ritornando alla formala precedente avremo 

z* 0 * , 

e=zx j Iz , 

4 a a ’ 

ed eliminando z coll’equazione (L) , gi troverà dopo le riduzioni 

«> — ^ i ^ar 4- l/x»—o»^ -+-C, 

intendendo compreso il termine costante Quella costante arbitraria C. 

4 
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e quindi per l’iperbola espr<^ dall’ equazione 
fi = I , donde y=-\/x*—a* , 

sarà 

J' ijdx = ^J' dx ^ (a:+ V ««-a*) • 

Così essendo, abbiamo per l’area i= APM, fig. 56, 

=?-"r'(f + ?). 

0 siccome essa 6 palesemente il residuo che nasce togliendo 

dal triangolo OPM ^ espresso da il settore AOM , sara 
questo 

settore AOM = ^ / ^- + 

Da questa formula c cbiaro, che il settore sarà inCnito nel 
valore (come nella lunghezza ), quando il punto ;!/ discostan- 
dosi all’infinito dall’ altro A, la retta OM si confonde col- 
l’asintoto. .. 

3’)7. L’equazione dell’ ipcrbola cqmlalera, di asso 2 «, me- 
rita ai suoi asintoti, essendo 


xy— — , donde y — 


o* 


r area t compresa tra le ordinato corrispondenti alle ascisse 
Xo ed X , verrà espressa da 


t-H r^S = fl{lx-lxJ = -/-. 

2 X a ^ 2 a-o 


(A) 


Quindi se per si prende 1’ ascissa OC ( fig. 5'^ ) corri- 
spondente al vertice e se inoltri; si sup])onc OC = i , e 
quindi '(9/^=0 =\/a, rarea CAJJP , vorrà espressa sem- 
plicemente dal logaritmo neperiano di OP. 
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Nella medesima supposizione I’ arca CAMP vcrrcblìc mi- 
surata da sen %. Ix, se l’ ipcrbola cessando di esscn? cipiila- 
tera, dinotasse » l’anf^olo comj)reso dn^ii asintoti; ed allora 
essendo seiije./j: eguale al logaritmo di x tolto nel sistema 
die à per modulo sen », si fa chiaro clic in ogiì iperboli! 
rij'erila ar/li asinloli , le aree comprese tra l’ ordinala pel 
vertice ed altre ordinate <iuulw)ijuc , vengono espresse , 
in parli del tjuudralo della ordinala pel vertice , dai lo- 
garitmi di queir altre ordinate, presi nel sistema che à per 
modulo il seno deli angolo contenuto dagli asintoti. 
Laonde essendo, per esempio, o^434-2944 il niodulo del si- 
stema briggiano , i logaritmi ili questo sistema rappresente- 
ranno le aree dell’ iperbola , i cui asintoti s’inclinano sotto 
l’angolo 25‘’.48'.6” , avente per seno quel modulo. 

338. Le curve espresse per l’equazione a”"y" = a, dove 
m ed n si suppongono essere numeri interi c positivi , di- 
consi ancora per similitudine, ijierbole del grado m-\-n. 
Dunque siccome per la detta equazione si ù 

I m I m 

J ydx » ’* J .r (Ix = — - — » " r " , 

l’area t, compresa tra le oniinate corrispondenti alle ascis.se 
ed X , verrà espressa da 

I II — Ul 11 — tu 

(Ih 

n — \ ' 

Ora dovendo supjiorre ineguali i numeri m ed n nelle 
iperbole diverse dalr ordinaria , per fissare le idee pongliia- 
mo m minore di n , come neiriperbolc espres.se per reipiu- 
zioni xg* = i, xg^—i, e rappresentate dalle tig. 38, e 3 q. 
.Libra facendo x^=-o , si avrà per t l’area Oy . . .vMPO 
infinitamente lunga, ma di valore finito ed espresso da 


I n— m t 

ri -- n — 

X •* = T 

n — w M — • m 


l/l 

w 




tanto da potersi dire in rapporto costante al rettangolo iscritto; 
laddove supponendo x=cc, si avrà per / l’area P„ x.,.nM^ P„ 
inlinita nel tempo stesso in lungliezza ed io \alore. 

4-2 
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AvTerrcbhc il confrario se fosse m maggiore di n , come 
iii’ir iperbole espresse per l' equazioni x'y=\, x^y~i, cA 
i «liente nelle fìg. 6o , e 6i. lo sostanza può aflbrninrsi che le 
ijìerbole di tuilt i yradi, tranne il secondo, siano quadrabi- 
h, ed abbiano uno spazio asintotico di valor finito^ e Coltro 
di valore infinito. Questa differenza non deve punto sorpren- 
dere, e la ragione di essa trovasi nel diverso grado ai ra- 
pidità con che la curva si avvicina all' uno e all’ altro asin- 
toto : cosi nell’ iperbola espressa dall’ equazione xy'=i, es- 
sendo a' = — , ed « = -4=, vedesi chiaro che in parità di 

circostanze la x decresce ben più rapidamente della y , di- 
venendo , a ragion di esempio , sedici volte minore l’ascissa 
quando l’ordinala si suppone quadrupla, ma non divenendo 
più di due volte minore 1’ ordinata quando per contrario si 
suppone quadrupla l’ascissa. 

35g. L* espressione Ix delle aree come CAMP {fig.l^l) 
dell’ iperbola ordinaria, sembra non potersi applicare alle aree 
simili a camp, c corrispondenti alle ascisse negative, perchè 
diviene immaginaria per queste ascisse. Nondimeno, sia per- 
chè le arce CAMP, camp sono evidentemente tra loro eguali 
quando OP=op , sia ancora perchè rimontando al differen- 
ziale— delle aree, si vede che isso non muta nel sostituì*- 

X 


re — X ad x , (poidic abbiamo = — ^ , si dovrà 


tenere che hens'i le aje corrispondenti alle ascisse negative, 
vengano rappresentate dai logaritmi di queste ascisse riguar- 
date corno positive. 

36o. Si può anche osservare che le formole (A) e (B) tro- 
valo nei due n.‘ 'ò'S'j e 358 non sempre si possono adoperare 
quando i limiti dell' integrale hanno segni diversi: e ciò tiene 
alla circostanza che fra limiti cosi fatti l’ordinala (ossia il coefll- 
cienle differenziale dell’ area ) , e talvolta l’ area stessa pren- 
ilono valori infiniti, fn ogni modo , giovandosi di quanto è 
detto nei n.‘ 34^ c 348 , non si mancherà di ottenere il 
valor dell’arca quando è finito, c di riconoscerlo infinito 
(piando è tale realmente. 
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36 1. Nulla logariltnica rappresentala ddlla^. 62, csiitiadu 

y=za^^ e con ciò fydx=f(r‘dx , 

il valore dell’ area i=OfìMP coniala dall’asse delle y, c 
''aiutala iu parti del quadralo di OB~i , sarà 




y— I 
la ■ 


E però essendo y=o quando x= — 00 , l’area Ou...vIiO , 
iullnituineutc lunga secondo l’asse negativo delle x, umù 

valore finito ed espresso da ossia dal ;;jo</u/o del sistema 

di logaritmi relativi alla base a. 

263, Per la cicloide OMD {Jìy. 63) essendo (30C) 


dx= 


y^'J 


l/aoy— y* ’ 


SI 


hjydx=- 


y*dy 




Questo integrale potrelibesi ottenere sia con ima delle so- 
stltiuioiii praticate uei u.‘ 298, 299, sia cou ridurlo al nolo 
in'egrale ( 283,5°) 


/ ' jy_ 

l/a«y— y* 


are 


cos 


y 

a 


ì 


inediaiile la formola (E) del n.° 3 ii. Ala possiamo prescin- 
dere da questi mezzi considerando l'area Z^jyl /0 in vece dcl- 
r altra OPiìI ; e la si trova ridotta senza veruna integrazio- 
ne alla quadratura del cerchio , ceruaiuloiie il valore in fun- 
ziono di PM—xj. Dìl'atti prendendo per coordinate ilella cur- 
va le rette Bp^OP=x , e pM=y' , il difTerenziale dell’ area 
BpMO y'm\ espresso (i 5 o) da xj'dx , e colla sostituzione 
di 2c — y per y', c del valore di dx l'ornilo dalla sua. lutala 
equazione differenziale della cicloide , abbiamo 


, , (aa — 


e per conseguenza 


BnMO V '^«y-y * • 
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()r;i «'• innniTiislo die rilerendo il i»rcliio EKD alle coor- 
/linale E 11=11 , ed JlK=z, remiazionc di questo ccrcliio 
è z'=tay — y* , c quindi risulla Densi l’area circolare 

EfIK=J^ zfly dy . 

Dunque l’arca cicloidale BpMO sarìi equivalente all’ arca 
circolare EHK , e prendendo por y l’ordinala sarà del 
pari l’area BDO equivalente al semicercliio EKD , e l’al- 
tra BCADO quanto il cerchio ELDK. Quindi essendo il 
rettangolo OC misurato da OA.OB=Z'sa.iia=^'Ka' , tarea 
ODA , contenuta fra un intero ramo di cicloide e tatua 
base , rimane espressa da , e con ciò è tripla del cer- 
chio generatore: come indipendentemente dal metodo inte- 
grale trovarono , i primi , Roberval e Torricelli. 

363. Per le cose fin qui ragionale qualunque sia il conlorno 

di un’arca piana, la misura di questa si riduce sempre alla 
integrazione di funzioni implicite od esplicite di una variabile. 
Se il contorno è una curva continua che ritorna in sè stessa, 
come {Jig.Gf), supponendo essere OP^cA OPk 

i limiti delle sue ascisse ( 227.1“), l’ equazione F(x,y)=o 
della curva darà per ogni ascissa intermedia x almeno duo 
valori reali, esprimenti le ordinale /^J/, e P3f\ ora è visi- 
bile , dopo le coso precedenti , che l’area verrà 

espressa dairinlegmic definiloy’“ ''V/:r(y, -//■), in cui x^ , x»- 

dinolann Io ascisse OP , OPk \ cd yx,y% esprimono Io or- 
dinalo p./y, , Plf. 

So poi il conlorno c discontinuo, o vogliam dire compo- 
slo di parli spettanti a lineo diverso, si considereranno ad una 
ad una questo parti , c si calcolerà separatamente il valore 
deir aj.i relativa a ciascuna di esse , adoperando per y la 
f inziono di x che esprime la corrispondenle ordinala ; e 
poscia si faranno tra questi valori Io addizioni o sottrazioni 
che la forma ilei conlorno potrà esigere. 

364. Inoltro è chiaro che 1’ espressione analitica dell’ a ja 
racchiusa nel proposto conlorno, dcbb’csscro indipendente dal 
sistema dello coordinalo cui si riferiscono le varie parli di 
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esso ; ma non per questo è men chiaro che una scella di 
(coordinale fatta con discernimento, può rendere facili e brevi 
talune integrazioni , che altrimenti sarebbero lunghe c com- 
plicate. 

In prova di quest’ asserzione , c por dare ad un tempo 
qualche applicazione della formolo delle aje in coordinate 
polari , espressa ( 2 1 5 ) da 

du = - r'dm , 
a 

ci proporremo di valutare l’area OMAmO {Jig. GA ) della 
Icmniscala. 1 j’ equazione di questa curva in coordinate ordi- 
narie essendo (23 1 ) 

è chiaro che in questo sistema di coordinale, la quadratura 
deU’area proposta esigerebbe l'integrazione di un differeuzialc 
irrazionale non molto semplice ; ma passando dalle coordi- 
nate ordinarle alle polari colle note formolc 

x= OP— r cos 05 , y= PM = rscno', 
l’equazione della curva diviene semplicemcule 
r*=a* ( cos’o5 — scn*05)=c*cos2i', 
e quindi si à bentosto 

~t^dx=— / </o5 cos 205 = - 7 - SCI! 255. 

2 2 t/ 4 

Resta ebe si vegga quali siano i limili fra i quali bisogna 
|)rc‘n(Iere questo integrale per aver l’area DMA , die è la metà 
della projiosla. Ora essendo manifesto che le jiosizioni eslre- 
mc del raggio vettore Oi/, dal cui movimento l’aiea può 
concepirsi generala, sono OA c la tangente OT dell’aiTo 
OM in 0-, c per la teoria dei punti ;/??/////;//' ( 229 Ì essendo 
cosa facilissima il vedere che questa tangente inclinasi ad Ox 
sotto un angolo semircllo , i limili di risaranno ceroe 4 i>’. 
Pertanto avremo l’arca OMA=^ a', dal clic risulta clic tutta 
l’area della lemniscata eguaglia il quadralo del parametro di 
«jucsla curva. 
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36!). I*ui‘ la spiraiu di Ardiimedi: abbiamo { 2 nj} 


2 *r = j4sù, 


UaotairJu il patso dulia curva. Quindi 


u=flr\h=f-~<.'doo 


A* 

J44** 


0) 


3 


(U) 


c questa rurmula divuiiuudu nulla con co, dinoterà ( 3ao ) 
r area Phn , 66). 

Pouemlo ®= 2 '!r, si ottiene l' area PlninO contenuta nella 
prima spira, e risultando espressa , è chiaro che 

pareggia un terzo del cerchio il quale la racchiude : con- 
forme Iro^ò Arcliiinede. 

366. Convien badare con attenzione ai limiti fra i quali 
bisogna prendere l’ integrale cspriiuentc l’ area di una curva 
riferiui u coordinate polari, tenendo presente che gli elementi 
deir area sono dei settori aventi per connm vertice il polo. 

Cosi nell i spirale di Archimede volendosi l’area OLMNQ O 
terminula dalla seconda spira e dalla retta D'Oche unisce gli 
estremi della prima e della seconda spira , si andrebbe errato 
ponendo nella forinola (U), perchè ciò equivarrebbe 

a valutare l’ integrale da o>=o sino ad a;=4'ir , mentre l'area 
richiesta vien generata nel secondo rivolgimento del raggio 
vettore intorno al polo , e perciò le posizioni estreme di que- 
sto raggio corrispondono ai valori 2 ir , e d’f di a. Questi 
pertanto sono i limili deiriulegrale , e così l’arca dimandata 
risulta espressa da ^tìA* , per modo che l’ area compresa 
tra la prima e la seconda spira torna eguale a ì-kA*. Dopo 
(inesla osservazione è ben facile vcrilicare il trovalo pur di 
Archiiin.-de: che l'area contenuta fra la spira «esima ^ 
sejuentc , pare<jyia n volte quella che vien compresa tra 
la prima spira e la seconda. 

ofiy. L’et|uuzionc della spirale iperbolica dù 


1 rt* il 

du=" r\h= - - = - dr 

2 2 2 


Quindi 


u— |-C= — i -\-L , 
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e così per un’arca qualunque MoPM {Jiff. 6j) , compresa 
tra i raggi TcUori'r^ ed r corrispondenti agli archi aj„ed as, 
e che per la situazione di PM^ rispetto a FAI diminuisce al 
crescere la a> , avremo ( 21 5) 

AI„PAJ= r— - rV®=- (i — - W - (r— r„) . (A) 

Supponendo , per fissare le idee , che 1* arca da valutarsi 
cominci da PB e proceda nel senso dei raggi vettori ere- 


^ 20 

scenti, abbiamo ®o * " ed To — — ; il perchè sostituendo in (A) 

questi valori , sarà 

BPA1 =- fV 

9\® «•/ \9 «•/ 

Una di queste espressioni di BPM , per esempio la prima, 
tolta da quella del trapezio APML che si vede essere 

-AL {AP+LAI) = ( 2 fl— rsen®) = ^2 —J, 

dà per resto T espressione dello spazio ABAIL , cioè 

a* / 9»C0S»— ®— SCDvCOS® . 9\ 

ABAILz= — l j H- )■ 

Or la frazione variabile compresa nella parentesi, assume 

la forma indeterminala ^ quando si suppone a>=so, cioè 

quando l’area asintotica ABAIL diviene infinitamente lunga; 
ma per la regola prescritta nel n” gA, applicata due volle 
di seguito , si trova eguale a zero. Pertanto avremo 


AS...TAIBA 

2 «r 


368. Finalmente I' equazione della spirale logaritmica , vai 
dire 

®=log r = ^ , dandoci du-=^~ r'doì s=~rdr, 
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abbiamo subilo per l’area MJ^M {Jìg. 68 ) compresa tra i 
raggi vettori r^,r , 



l'ormpla che ci presenta il pro lollo del modulo del sistema 
cui la spirale si riferisce , pel quarto della differenza dei qua- 
drati descritti sui raggi vettori , r. Il perchè, nella spirale 
logaritmica neperiana l’area compresa tra due raggi vettori 
c l’arco intercetto , è quarta parto della differenza dei qua- 
drati di essi raggi. 

a.® Retlljic azione delle curve. 

36g. Abbiamo dimostrato nel n.“ i5i che Tarco s della 
curva espressa per l’ equazione y =f{x) a coordinate orto- 
gonali , contato da un qualunque punto fìsso, e terminato al 
punto (a: , y ), vien rappresentalo da quella funzione di x 
che à per coefficiente differenziale il radicale 

(/. +g=V.+(/W, 

e che svanisce nel sostituire per x l’ ascissa del detto punto . 
fisso. È dunque chiaro, dopo ciò che abbiam detto nel n° 336, 
che se dinoti quest’ ascissa , dovrà essere 

* ® Vi (S) 

370. Prima di applicare questa formola a degli esempi , 
osserveremo che il teorema dimostralo nel n." 338 sussiste 
per essa, e che però sarebbe lecito di valutarla por approssi- 
mazione colle avvertenze e le formolo dato noi num.* 34z , 

34.6 , quando anche per un valore a intermedio ai 

limiti dell’ integralo, divenisse infinito il radicale che moltipli- 
ca dx , purché non lasciasse di esser finito il valore , cui 
diremo A, della funzione f{x), ossia dell’ ordinala della curva. 
Difatli , per poter essere infinito il detto radicale è neces- 
sario e sufficiente che lo sia pure/'{x), 0 vero che nel punto 
(a,ò) della curva, la tangente di questa sia perpendico- 
lare all’asse delle x. Ora ciò non impedisce che sia finito 
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Tarco ìnfercetlo all’ orìgine doirinlogralc cd al punto (a,b). 
E veramente perchè sia finita f{x) quando ar=«, non ostante 
che per lo stesso valore di x sia infinita /'(x), bisogna ( 34 . 7 ) 
chej*{x) sia capace di ricevere la forma 


X 

! ’ 

{x — a)" 


composta per modo che m non sia minore di n , e che X 
abbia valor finito quando x = a. Ma per essere 




( x — a) * -f- .X* 
(x—a)’» 


Vi+(/W)' = /i+— ^.= 

(!r — a) « 

ed io conseguenza 

— 1/ f» 

(ar— o) V * + (/W )* == (ar—a) ” V (a:— a)"* -f A'*, 


si vede che anche questo risultamcnto è finito o nullo per 
x==Oj quando m non è minore di n\ dunque si verifica 
per l’integrale (S) il carattere che nel n.” 34^ si dimostrò 
necessario, acciò io stesso possa riguardarsi come una somma 
di elementi differenziali. 

Syi. Per l’opposto, è chiaro che il teorema dd n.* 338 


deve trovarsi in difetto per l’integrale yrfx\/i+(/'(^))* preso 

da X = x^ sino ad = quando per x = a divengono 
insieme infinite le fnnzioni f{x) ed J'{x), perchè allora larco 
intercetto ai detti limili è ad evidenza infinito. Ma oltre a ciò 
1’ equazione (S) può trovarsi in difetto, nei senso che un suo 
membro sarebbe reale e l’altro immaginario , quando per 
certi valori di x le funzioni /[x), J\x) divenissero immagi- 


narie , rimanendo tuttavia reale il radicale \/ e 

con esso l’integrale f dx^ : come tra poco vedre- 
mo in un esempio. 

43 
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Direbbesi Io slosso deirintegralc 


n iora (ornasse conto di riguardare l’ arco qual funzione 
'ordinala, e 1’ equazione della curva fosse x=f{y). 
3y2. Ciò premesso consideriamo in primo luogo la para- 
bola ordinaria , espressa al solito per I’ equazione 


y*=2aar, 

e per rendere più facile l’ integrazione, consideriamo l’arco 
c l'ascissa come funzioni dell’ ordinata. L’equazione della 
curva dandoci allora 


^_y 

dy a 


si à < j/. + 


dinotando s l’arco intercetto al vertice ed al punto (a:,y) 
della parabola. Ora essendosi trovato nel n." 336 

Jdx ^ — \Jx*—a* ) , 

cambiando — a* in a' avremo 


Jdy V ~ \jy*-^a* + — ^ (y + ) » 

c per conscguenle la lunghezza dell’arco' OM,Jtg. 34., sarà 



^/■+s+^e+^/■+f:)• 


Questa formula esprime l’arco in funzione deH’ordinata ; 
ma sostituendovi por y , avrebbesi facilmente in fun- 

zione dell’ ascissa 


S=T 


V'+i-,+x>^ 


1-4--— I 

2jr 


f 
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SyS. Per ciò che abbiamo dello, la parabola ordinaria o 
di secondo grado non è rellificabile , dandosi questo nome 
soltanto alle curve , le cui (ungliezze si possono esprimere 
sotto forma finita ed algebrica delle coordinate. Ma tra le 
parabole dianzi (354) considerate , e che qui esprimeremo più 
semplicemente coll’ equazione 

è facile vedere che ve ne à infinite rettificabili. 

Difatli , essendo per queste curve 


^ =n%x* ' , abbiamo fdx -j- ^ = fdx{ i +zj*oi*ar*"~ * )• ; 


or questo integrale rapportandosi ai differenziali binomi, se- 
gue da quanto abbiam detto nei n.‘ 3o5 c 3u6 , che il me 
desimo sarà esprimibile sotto forma finita ed algebrica quando 




an— a 


= 1 , O pure 




f 


dove I esprime un qualunque numero intero c positivo. Que- 
st’ equazioni danno rispettivamente 


#1= 


BI-4-I 

ai 


, « = 


ai 

ai-4-a ’ 


e però una sola di queste formolo vale a dare tutte le pa- 
rabole rettificabili , non risultando diverse che nella posizio- 
ne rispetto degli assi , quelle che si avrebbero per uno stesso 
valore di s* dall’ una o aaH’altra . formula. Servendoci dun- 
que , per fissare le idee , della prima formola ; e per avere 
un risultato omogeneo ponendo 


~^=a, sarà ay'*s=x*^^ 

l’equazione generale delle parabole rettificabili. 

Syi- Tra queste curve, le quali facendo successivamen- 
te t=i,=2,=3, cc. risultano espresse duH’e<|uazioni 

, ey^=x^ , ay^=x ’’ , cc. 
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la prima, ossia la paratala cubica di seconda specie, èan* 
che detta parabola di Neil, dal nome del geometra che il 
]>rimo esibì una curva algebrica rettificabile , la cui esisten- 
za era tenuta presso che impossibile da Cartesio. Per la me- 
desima essendo 


y = ~, e quindi — = = , abbiamo 

fl* sa^ 





da cui risulta per V arco »=OJlf{fiff. 6 g) 


Questa forinola dovrebbe dare per s valori immaginar! 
quando x si prende negativa , c nondimeno li dà reali fin- 
che X è compresa tra zero e — j o. Essa dunque è in di- 
fetto per questi valori di x , veriGcandosi con ciò il caso 
notato nel num. 871 . Ciò per altro non obbliga a ricercarne 
altra , non essendovi arco della curva che quella formula 
non vaglia ad esprimere. 

3 jS. Omettendo la rettificazione del cerchio , per la quale 
non sapremmo dare una serie più convergente ai quella che 
abbiamo trovata nel num. 122, ci occuperemo adesso della 
lemniscata prima ancora dell’ellisse, per esser dessa una 
curva, che a simiglianza della parabola e del cerchio ( col 
quale à inoltre delle analogìe notevolissime ), dipende da un 
solo parametro ; e che però, sotto questo punto di veduta, 
può considerarsi più semplice dell’ ellisse , che tiene essen- 
ziai mente due parametri. 

Nella lemniscata (siccome vedrem pure nell* ellisse e nel- 
r iperbole ) il diOcrenzialc dall’arco in coordinate ordinarie 
non è molto semplice: al contrario p^ questa curva risulta 
semplicissimo in coordinate polari. Difatti l’equazione delia 
lemniscata fra queste coordinate essendo ( 365 ) 

f^=o* ( cos*® — sen*® )=a*co82® , (A) 


. , , , flrfwscna» 

ne risulta r=a\/co» ao>, c ar= 7^-=. 

^ ' j/cos a*) 
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Pertanto sarà 


cte= \/dr*-H‘‘tb>* ==ad<» y - ^ - - -».C033» — 


adtt 

|/cot««i 


ad» 


adta 


|/co8* a»— sen* 4» |/ 1— a sen* «> 


,0 


e basterebbe gettare in serie il binomio (i — asen*®) per 

integrarne poscia i termini moltiplicati per od® colla prima 
delle formole date nd num. 3ao. Ma per avere una serie 
di sicura convergenza porremo 


sen®=^^,dondecos®=Vi--i»en«<p ,edi»= - *7- 7 

|/a * ■ |/a^/i— ìsen*v 


(tip colf 


Cosi risulta : 


d'a=.-7=: 


t/a |/i— jsen*9 * 

o vero, sviluppando in serie il binomio ( i — ysen"^) *, 

, ad^ / , I * ■ , i.3i , . 1.3.5 1 - , \. 


(*) Questo differenziale si muta facilmente in funzione di r mercè 
f equazione sen*4)-Hcos*«=i , e l’equazione (A); e diviene 

— a>dr , 

, o piuttosto ds : 


dj= 


a*dr 


yak— ri 


yoK—ri * 


togliendo ad orimne dell’arco a il ponto O {Jig. 65), perchè crescano 
insieme r ed a. Facendo poscia r=tax , risulta 


dar=:a 


dx 


y 1 — xi ’ 

di cui si à l’integrale nel prodotto di a per la serio trovata in line 
del n.o 3a8. 

Cosi dunque abbiamo per l'arco OM 

( r , I I r* i.S 1 rs i.S.5 i . \ 

o'b 5o5~*”b.49o9 8.4-6 TS o>5 *t“ / ' 

e pel quadrante dell’intera curva 

/ I •* ' 1.8 I 1.8.5 I . \ 
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Dopo ciò, essendo per la citala formola 


yj/9sen*i^ ; 


2 ’ 2 
•en*<p.cos<p 1.3 


e cosi di seguito ; per avere prussitnamente la misura di un 
Qualunque della lemniscata, basterà prendere quest’ inte- 
grali fra i limiti espressi dai valori di 9 corrisponuenti agli 
estremi dell’arco, e sostituire i risultali ogrintegrali deUa 
serie 

^/rf9sea*9+^|/«/98en*9+ ^ ^/c^9Sen®9+ec.). 

Ctwii ponendo un estremo dell’arco nel pirato A {fig. 6S) ^ 
pel quale e zero tu e quindi 9, o laseiancm indeterminato l’al- 
tro estremo M , i notati integrali van sostituiti come sono 
nella serie , perchè svaniscono con 9. Allora se si voglia il 
quadrante AMO della curva , si osserverà che nel punto O 

si à r angolo o*= 45 ®, e quindi sen = Da ciò risul- 
tando sen 9=Y^.sen 
precedenti divengono 


a a 


)=i, e quindi 9 = ^ , 

gl’ integrali 

1 . 3 «r 1 . 3 . 5 ir 

(a) 

t ì tei cc* 

2.4 2 2.4*0 2 


*a 

7\/ 


ed il quadrante della lemniscata risulta espresso dalla serie 

376. Sia ora l'ellisse rappresentala dall’ equazione 

--f ^=i 
^ à* ’ 
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dove a esprima il semiasse maggiore , e ^ il semiasse mi- 
nore della curva. DilTerenziaDdo si ottiene 


xdx , vdu , . du* 

— + Vi- = i, da CUI -f- = — — r . 

a* ’ dx* aly* a*(a* — «») 

Pertanto avremo 

•=/'* =j:<^ ’ <■) 


chiamando * l’arco BM ( ^fìg. 55 ) contato da un estremo 
dell’asse minore. Questo integrale si riduce all’ altro 



( 2 ) 


S opendo \f^zp^ = as, cioè a dire chiamando s il rapporto 
ella eccentricità della curva al semiasse maggiore ; e prende 
in seguito la forma semplicissima 



ponendo x=mz. Per la ricerca di quest’ultimo integrale ba- 
sterebbe risolvere in serie il radicale V'— «*a*> poiché gl’in- 
tegrali dei prodotti dei termini di questa serie per la frazio- 


ne — ** — , risultando della forma 

\/i — s» 


/ d% p Àz'dz p its^rfs p Cz^dz 

l/i— a* ’ J J/i— a« ’ J |/i— a» ’ J j/j— a* 


ec. 


si potrebbe colla formola (A) del n.“ 3 io far dipendere age- 
volmente il secondo di essi dal primo , che sappiamo es- 
sere arcsenz;, il terzo dal secondo, il quarto dal terzo 
e casi di seguito. Ma per l’ellisse , come per la lemniscata 
è più comodo esprimere l’arco BM , {fig- SS) in funzione 
dell’ angolo CON misurato dal corrispondente arco CN del 
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cerchio dcscrifto sull’ asse maggiore. Difatti, chiamando 9 
quest’ angolo , o che torna lo stesso ponendo 

«... dx 

e quindi la formola (a) diviene 


Ssza I — s*sen^ I 


ovvero , sviluppando il radicale in serie , 




Il perchè, in questa serie, sostituendo agl’ integrali le cor- 
rispondenti espressioni scritte nel n.” precedente, il risultato 
dinoterà la lunghezza dell’arco BM. 

376. Così, pel quadrante ellittico l’angolo ^ divien retto, 
e i detti integrali prendono gli stessi valori (a) che per la 
lemniscata. Perciò il detto quadrante risulta espresso da 


serie di rapida convergenza per l’ellissi di piccola eccentri- 


cità , e che si riduce alla nota formola ^ dei quadrante cir- 
colare di raggio a, quando l’ellisse voltasi in cerchio con 
supporne l’eccentricità nulla. 

077. Per r iperbole si potrebbe tenere un metodo consi- 
mile a quello seguito per l’ ellisse , ma sarà meglio far ve- 
dere come la rettificazione dell’ iperbole dipenda da integrali 
i cui valori trovansi ridotti in tavole , e alcuni dei qumi e- 
sprimono immediatameute archi ellittici. (*) 


(*) I tra integrali di forma spedale 


’ y*rf<pv y*( 






dove t si suppone minore dell’ unità , e il primo dei quali si riferisce 
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L'equazione deir ipcrbola riferita agli assi od al contro, es- 
sendo al solito 


X* 

o* 



I 


il (lifTerenziale dell’ arco iperbolico può aversi da quello che 
nel n.° 373 abbiam trovato per l’ arco ellittico , mercè il 


«Ila lemuiscata quando « e il secondo si riferisce all’ ellisse di 

semiasse maggiore 1 , e di eccentricità < , meritano un’attenzione par- 
ticolare ; perchè si è giunto a provare che ad essi può sempre ridursi 
l’ integrale 

J' ) , (A) 

quando J esprime una funzione algebrica e razionale di x c del radi- 
cale : e con ciò si presentano in molte ed importanti ricerche geome- 
triche e fisiche. 1 medesimi non essendo esprimibili sotto fornw finita, 
nè algebricamente nè per le trascendenti ordinarie , si riguardano come 
trascendenti di ordine superiore, pd avendo tra essi delle relazioni con 
che da nno si potrebbero desumere gli aitri due , si dà loro il nome 
di funzioni ellittiche , o trascendenti ellittiche , e si distinguono con 
dirle rispettivamente di prima , di seconda , e di terza specie. 

A proposta di Legendre, che à studiato più di tutti queste trascen- 
denti, si è convenuto di indicarne i valori contati da <pso colle ri- 
spettive caratteristiche E n (n,«,<p), quando l’angolo <p è di- 

verso dal retto; e colle altre più semplici /'(<) , E (s) , Il (n,«) quan- 
do l’angolo <f è retto: nel qual caso prendono anche il nome di fun- 
zioni ellittiche complete. 

Le prove di quanto abbiamo asserito si daranno a suo luogo. Qui 
siamo contenti di notare che attesa l’ importanza delle funzioni ellitti- 
che , il citato illustre geometra à ridotto in tavole i valori delle fun- 
zioui della i* e della a* spec'e, supponendo la frazione <s==sen( (alfine 
di stabilire una legge nel suo proceilimeutu ) , e calcolandoli altri con 
dieci , altri con nove cifre decimali , per tutti i valori degli angoli A e 9 , 
di grado in grado , da 0° a 90°. li facile intendere che queste tavole do- 
veano essere, couie suol dirsi, a doppia entrata, a siniiglianza della tavola 
di Pittagora; perchè ciascun valore di una funzione ellittica di prima o di 
seconda specie, dipende da due quantità <=sseuA, e 9, che Legendre 
chiama modulo ed atnpiezza della funzione. I valori poi della trascen- 
dente di terza specie , non essendo riducibili in tavole perche dipen- 
dono da tre quantità n,:,9, Legendre dà il modo per desumerli dalle 
tavole dell’altre due trascendenti ; e queste tavole fan parte dell'opera 
intitolata ; esercizi di calcolo integrale. 

44 
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^ cambio di b* in — ó* , col quale si volta parimente l’ equa- 
* ziono dell’ellisse in quella dell’iperbola. Tal dilTerenziale 
sarà dunque 


d*-=dx 



a* — (o*-+-4*)** 
a*(a*— *•) 


— dx 



(o*-J-à*)x* — o* 
a*(x*— a*) 


Per renderlo più semplice supponghiamo {a* + à*)«* = o*; 
sarà e un fratto esprimente il rapporto del' semiasse trasverso 
alla eccentricità dell' iperbola , ed eliminando in virtù di 

I iicstà supposizione il oinomio dal differenziale prece- 

ante, avremo in vece 

dx 




Ora sul riflesso che x è sempre maggiore di a , se pon- 
rlùamo 


scn<p 


, sarà — 


a<Ap COSSI 

seo*s> 


e quindi si avrà , fultu le ovvie riduzioni , 


■ 1» wy , 

at= — Vi~<*seD*o. 

< SCO* <P * 

È facile conoscere il significalo geometrico dell’angolo 9 , 
poiché menando jier P 56 ) la tangente Pt al cerchio 
descritto sull’ asse trasverso , ed unendo il raggio Oi , ne 
nsisee il triangolo rcltangolo OPt, il quale dà Ol=OPsnnOPl, 
cioè a dire a==xianOPl: dal eh;; risulta ^—ang.OPt. 


(j|* italiani non sono rimasii estranei a questa importantissima branca 
ilell’ analisi moderna , poiché le ricerche del conte Fagnani ( che Le- 
geudrc chiama gtovutra di una grande «oynciVd ) Sugli archi ellittici, 
i|H>rbolici , e della lemniscata , haa data origine alla teoria delle fun- 
zioni eHWiche ; e il trovalo più originale circa esse è il metodo d’in- 
tt'grnzione per la forinola (A), dato da Lagrange nelle nuove Memo- 
rie di Turino per gli anni 1784 c ijSS, e di cui il sig. Lacroii non 
temo alferniare che sia forse il più clcgaiite di quanti ne produsse la 
peiiuu degli Aualisti. 
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Dopo ciò, se prendiamo per origine dell'arco « da rc(' 
linearsi il vertice A, l’integrale di (fs espresso in x avrà 
per limite inferiore a; ma questo valore di x sostituito nel- 

r equazione arsen^=a dà sem^si , e quindi ^ ; dun- 
que il limite inferiore dell’ integrale esprimente lo stesso arco 


in funzione di ^ sarà ^ , e quindi nvremo 

a d<f , a df , 

a=— - |_ \ 

*t/ * sen»<)> ^ ^ tj ^ sen'f ’ 

Or siccome l’integrazione per parti dà 

V.— »«-V=-COt9. V«— «en«.p- , 

così prendendo Ira onesti limiti la parte indipendente dal 
segno ed indicando che tra gli stessi limiti va pur (atta 
r integrazione dell’altra parte, avremo 

«=-COt^.\/i— ••»eD«o — as f • = • 

Ma d’altra parte si à identicamente 

COt«9 1 J I — (• I 

-, z rVi — “ ■ = , 

— «sen*^ ^ j/i — a*sen*v 

diinque sostituendo sarà 

Infine, partendo in due ciascuno di questi integrali con os- 
servare che in virtù del n* 336 si à generalmente 

e quindi^ 

c di più indicando, secondo l’uso, i quattro integrali 
r^d<t( V 1— ••sen»<i),r*rf? /** '7^ 

t/0 t/o i/o J/i— •*ien*TÌ/ o — I 


dt 

•»*S.ni''r 
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( i cui valori (rovansi ridotti in tavole ) colle rispettive ca- 
ratteristiche E («,(?)) , E{t) , F (i), la lunghezza del- 

l’arco iperbolico AM verrà espressa da 

j^cot(f. V I— — [^(é)— ^( e, 9 )]-f-(i— 8*)[/’(e)— /’(8,if)J . 
378. L’equazione dell' asintoto OS essendo y =^ar, la 


sua parte ON corrispondente all’arco AM viene espressa da 


P' o» a « senv 

avuto riguardo all’ equazioni ( a*-|-à* ) £*=a* , scn 9 = o ; 
e quindi la dilTerenza ON — arco AM risulta espressa da 


P 




sen <p 


-[£'(£)—^(J, 9) J—( I— £’)[/’(£)— /’(£,9)]J . 


Ma supponendo 9=0 , la frazione scritta da principio nella 
parentesi generale si presenta sotto la forma e colla regola 
data nel n**94 si trova esser nulla, e ad evidenza svaniscono 
bensì le trascendenti E(s,^) , F(e,(^) •, dunque neltiperbola 
di semiasse trasverso a , e di rapporto fra esso e l’ eccentri- 
cità, £ , la dijferenza ira l arco e f asintoto , coniati da 
un vertice e dal centro , e prolungati all' infimto, è non 
pertanto Jinita ed espressa da 


379. Tra le parabole diverse dall’ordinaria , considerate 
nel u.” 354, si trovò esscrvene infinite rettificabili. Non cosi 
delle iperbole pur dianzi ( 358 ) contemplate ; che anzi la 
rettifienzione di queste curve dipende sempre , siccome quel- 
la dell’ ipcrliola ordinaria , da trascendenti di ordine supe- 
riore. Difatti , esprimendole qui col l’equazione più semplice 

jy=.xx~" , si à ds=N~dxi-^y> = a:—"—' dx («‘«‘-f-a:*"-*-»)»- 
Or questo differenziale si rapporta ai binomi irrazionali , e 


Digitized by Googie 



( 349 ) 

si vede chiararaenlc non esser possibile che sostituendo per n 
un valore positivo, una delle due forniole 

— n — n , I a 

an-f-a ’ an+a a an-{-a ’ 

divenga un numero intero: come si esigerebbe (3o5e3o6) 
acciò l’integrazione di quel diflerenziale si potesse eseguire 
sotto forma Baita, sia algebricamente sia per le trascendenti 
ordinarie. 

38o. Passando ora alle curve trascendenti , cominciamo 
dalla logaritmica, esprimendola come nel u° 36i per l’equa- 
zione 

y=a* , che dà ^ = la.a^=la.y, e quindi 


ffs — dx I {■ — dx \/ — ^a~y V* "t" 


Giova osservare come l’espressione di ds, di trascendente 
qual era in x divenne algebrica in y mediante la relazione 
a’^=y; poiché lo stesso avrebbe luogo per qualunque dif- 
ferenziale della forma dx Nel caso nostro poi , sicco- 
me questo differenziale algebrico si riferisce ai binomi irra- 
zionali , e per ventura à luogo il primo dei casi nei quali 
è dato integrarli sotto forma Gnita , cosi l’ integrazione po- 
trebliesi eseguire ponendo i -f-( /a.y )*=z* , conforme a ciò 
che si disse nel n.° 3o5. Ma qui per la forma particolare 
dello stesso differcuziale , poliamo raggiungere più spedita- 
mente lo scopo supponendo Ia.y = l&m , dal cne 


dt 


dy 




rfrsecf 


</r 


cos'r.tanr /a.senr.cOB*r 


Difatti , a prescindere che l’integrale di quest’ultimo dif- 
ferenziale riducesi tosto ad un altro cognito mediante la for- 
mala (D)^del n.° 3ig, si vede ancora palesemente che 

di rfr ^ drtear 

senr.cos*' senr cos*r 

Ma r integrale della prima di queste due frazioni é tra quelli 
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nolali nel n.” 3 ao, e quello della seconda si àevidenlemente 
per una regola ovvia ( 280 ), dunque sarà 


/ 


dr 

ieo(.co6*f 


= /. tan - 4- — ; 


COSf 


e però indicando con il valore di t relativo al comincia- 
mento dell’arco s da misurarsi , avremo 


s 


la \co8f 


— h / . fan ^ — 

costo a 



•Noteremo pure in riguardo alla logaritmica ( comunque ciò 
sembrar possa superfluo ) che la variabile r, in funzione 
della quale si è potuto esprimere con tanta semplicità la 
lunghezza di un qualunque suo arco , dinota I’ angolo che 
la tangente delia curva comprende coll’asse delle a:, (9). 

38 1. In fatto di rcttiGcazione potremmo lasciar da parte 
la cicloide , che si dimostrò refttficabile nel n.® 210. Per 
altro , in conferma di quei risultamento, basta osservare che 
l’equazione differenziale di tal curva, scritta nel n.® 206, 
dà in funzione di y 

d>=y/dx'-\rdy‘=dy^ 


da cui subito si desume (aSo) 


S =— ^ <o(sa— “f" C. 

Avremo dunque,^. 63 , 


arco 2(/,o(.„_i,), 


e punendo y=.%a-=. ED , semtcicloide OMD-=^- 
Inoltre chiamando x' ed »' l’ascissa Dfi e l’arco DM a 
contare dal vertice, ed osservando che x'=2a—y , sarà 


*'=OMD — OM=2\j2ax‘ , e quindi «'*=8fita:': 
tulio conGorme. a quanto si disse nel n.® 210. 
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382. la ordine alle spirali , quella di Archimede avendo 
(219) per equazione r = ano, sarà 

di =V</r’+rW=^ dr\jV^. 

Questa formola è aOaUo simile a quella che si ebbe nel n* 372 
per lu parabola : il perchè un arco qualunque della spirale, 
contato dal polo , verrà espresso come in quel n® da 

'+^)’ 

COSI che un arco della spirale di Archimede, ed un arco 
della parabola di eguat parametro hanno la stessa lun- 



Pertanto 

ds= \J dr*-\rr*dti* = — \/r*~i-a* = ^ l/ l-f-— ■ 

• P' <1* 


Questa formola rassomigliando a quella ottenuta (38o) in y per 
la logaritmica, ne segue che se imitando la sostituzione ivi 

praticala, facciasi ^=tanr, si avrà senz'altro calcolo l'in- 
tegrale della prima formola dividendo l’integrale 

«/ Beor.cos*r 2 COSr 

pel fattore di r nella recata sostituzione, che qui è ^>cioè 

a dire moltiplicando quest’ integrale per a. Se dunque no- 
tiamo con T, il valore di t relativo al cominciamento del- 
l’arco «, avremo 

s=^ ( — ^ + l.lao — — /.tan - V 

V COSr COSr, 2 2 / _ 
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Questa forinola diviene ìnlinita quando si suppone nul- 
lo insieme coi raggio vettore corrispondente alla origine 
dell’ areo s. E’ dunque infinita la lunghezza di ogni arco 
della spirale iperbolica , il quale cominciando da un punto 
qualunque si supponga terminare nel polo : risultamento 
affatto semplice dietro la proprietà di cui gode questa curva, 
di ripiegarsi in iiiBnile spire più e più ristrette intorno al 
polo , senza poterlo raggiungere. 

384-. Consideriamo ora l’arco parimente inQnito , che in- 
comincia dal punto B {fig~ 67 ), e si distende insieme col- 
l’asintoto AS nel senso BMT. Allora siccome per un punto 
qualunque M l’ equazione 

taoT=-=-, dà — z=secT=-i , e T = arc.tan- » 

a a> C03 1 a) « 


cos\ pel punto B al quale corrisponde j sarà ‘ 

lanT=-, donde =secr=^:^ , e t „= arc.tan-. 

Ma supponendo condotta per A/ìa LN parallela ad AP, il 
triangolo rettangolo 31 PN ci dà AL=PJV=rcosa>= , 

dunque la differenza tra 1’ arco BAI della spirale , e il cor- 
rispondente segmento AL dell’ asintoto verrà espressa da 




4-»*— cosa) 


arc.tani arc.tan- \/i 

+ 1 . tan l.tan 


±1^ 


r 

Ma supponendo ®z=o le due parli variabili del secondo 
fattore di questo prodotto ( la prima delle quali si presenta 

sotto la forma ^ ) divengono nulle; dunque la differenza Ira 

r arco BA/T e 1’ asintoto AS prolungati aH’inGnito, c non- 
dimeno finita ed espressa da 




are. lan- 


1 . col 


V /4 
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385. Consideriamo fìnaimenle la spirale logarìtmica. L’e> 
quazione di questa curva (223) 

<B=logr=^ ,CÌ dà fife 


da cui si à immediatamente per l’arco MJI inter- 
cetto ai raggi vettori r. , r , 


l/i-t-(/a)» . . 


(A) 


il che imporla che un arco qualunque della spirale loga- 
ritmica serba un rapporto costante alla dijferenza dei 
raggi vettori che lo comprendono. , 

Questo rapporto, espresso qui dal coefhcienle di r — r„, 
non differisce, per ciò che si disse nel n“ 224 ., da quello del- 
r unità al coseno dell’angolo costante formato dalla curva 
col raggio vettore: e tale appunto lo darebbe, indipendente- 
mente dall’ integrazione , il triangolo differenziale Mmn , 
dove l’angolo Almn è il detto angolo costante. 

Supponendo ro=o, si esprime che l’arco s incomincia dal 
polo , o piuttosto che termina in esso dopo avervi fatto attorno 
inGnite spire, di più in più ristrette. Poiché dunque abbia- 
mo, ciò non ostante, per sua misura 

s- r, 

possiam dire che il medesimo sarà di lunghezza finita ; ri- 
sultamenlo notevole , e che sembra avere del paradosso.. 

In fine , supponendo a = e , la formola (A), diviene 

s = Và~ ( r— r» ) ; 

e con ciò si rende manifesto che nella spirale logaritmica 
neperiana, un arco qualunque pareggia la dfferenza del- 
le diagonali dei quadrati descritti sui raggi vettori dei 
suoi termìrù. 

386. Per rapporto alle curve esistenti nello spazio , 'siano 

45 
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storie siano piane, supponendole rappresentale come nel ii* 
2'Ì2 dall' equazioni 

y=/(ar) , z=F(x) , 

e cliiamando ar, l’ascissa del punto della curva preso per 
origine dell' arco « da valutarsi, abbiuino dal n° z 4.3 



ed è chiaro die sarebbe parimente 


az= t di %/ •ir. 7 


se le coordinale x,y,z fossero espresse in funzione di una 

3 uarta variabile i, di cui si avrebbe il valore /„ sostituen- 
o ad ar nell’ equazione fra ar e /. 

387. Per addurre un esempio facilissimo considereremo l’o- 
lica , e la supporremo rappresentata (aSS) dal sistema deU 
r equazioni 

x=fìcos t , y—Bsen t , z—alii. 


Per tal modo 


dx= — lìdiscnl, dy=/idlco'it , dz=aRdl , 
e quindi si à immediatamente 

di=JR\J i-4-a* (/ — ig). 

Questa formola , avuto riguardo al citato n” , ci mostra 
che un arco qualunque s dell’ elica b all’ arco circolare 
R{t—iJ in che resta proiettato sulla base del cilindro, la cui 
superficie è luogo dell'elica, nel rapporto dell’ unità al co- 
seno dell'angolo costante che le tangenti dell’elica formano 
col piano di detta base: come, indipendcotcmcnlc dal me- 
todo integrale , potrebbesi desumere dalla semplice defini- 
zione dell' elica, supponendo spianata, o, come si suol dire, 
svilu^^aia la superneie del cilindro nel modo descritto nel 
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3.* Cubatura dei solidi di rotaxionti 

388. Proponendoci qui di misurare il volume lioiilnlo da 
due piani perpendicolari all’asse di rotazione, prendiamo 
questa retta per asse delle x, e facendovi passare un piano 
qualunque, rappresentiamo con 

r equazione della curva piana LMS , fy. 70 , cbe ne risul- 
ta. Ponghiamo che uno dei piani limiti del solido corrispon- 
da all' ascissa x^=^OP^ , e Patirò all’ascissa variabile x=OP, 
e chiamiamo F Tignola funzione di x esprìmente il volume 
generalo dall’area P^M^MP. E visibile cbe quando x au- 
raeulerà di Aar ralBgurala daPi^, il cambiamento su- 
bito da F esprimerà il volume generalo per la rotazione del- 
T area PMIsQ. Ora supponendo Aa: abbastanza piccola per- 
chè nell’ intervallo PQ Tordinata y sia di continuo crescen- 
te o di continuo decrescente, è chiaro che il dello cambia- 
mento A^ si troverà sempre compreso tra i due cilindri n- 
venti per altezza comune PQ, e per raggi PM a QN. Ma 
essendo ouesli cilindri espressi rispettivamente da «y" Aj: , 
e ir (y-|-Ay)* Aa: , il limile del loro rapporto, cioè del rap- 
porto di y* ad (y+Ay)* è ad evidenza Tiinifà; dunque con 
più ragione Tunità sarà il limite del rapporto di a cia- 
scuno di essi. Dopo ciò, se osserviamo che 

^F nF «y'ix Af' , 

A* «y'Aar A* ’ 

passando ni limili .avremo 

^ = ^y*, e riF=ietf ffx’, 
e quindi l’integrale definito 


• r*) NpI melfido mfitiitrsim.ilc sii|>ponondo t-lie dx rapprrseiili Pff , 
y -Y dy esprimerà (^.V, dt rappresenterà la corda MN , e rfp il iroo- 
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esprimerà il volume del solido generalo dall’area PJU^MP. 

38 ^. Osserviamo i° che quesln formula potrebbe dare dei 
valori reali non esprimenti alcun segmento del solido di ro- 
tazione tolto a valutare : come avverrebbe per quei valori 
di X che rendessero immaginaria f{x), e reale {/{x))'. 
Oon lutto ciò non ci sembra esatto il dire che la mede- 
sima sia talvolta in difetto , non essendovi parte del solido 
che non si possa valutare per mezzo suo. E questa osserva- 
zione vale ancora pel caso analogo dichiarato nel o” 371, 
circa la formolo relativa al|a rettificazione. 

2. che quando la figura generatrice PJU^MP non faces- 
se una compiuta rotazione intorno alla retta fissa, chiamando «e* 
l’arco descritto dai punti della figura, che distano da questa retta 
per una unitò , il volume generato sarebbe ad evidenza mi- 
nore di V nel rapporto del detto arco all’intera circonferen- 
za , ossia di ^ a 24T ; cosi che la espressione di tal volume 

sarebbe ^ •ar y'dx. 

3 qo. Ciò premesso applichiamo la formolo ( V ) ai solidi 
generali dalle curve coniche poste in giro attorno i loro assi. 

In i” luogo la parabola espressa dalla solila equazione 
y*=2ax , darà pel volume contato dal vertice 

2axdx=^ax'=ss ,2ax.^= ry* ^ : 

dal che apparisce che ogni segmento ad una base della pa- 
raboloide di rotazione, à per misura il prodotto della base per 
la metà dell’ altezza. 

6 * 

2.” L’equazione y*=— (2ax + z') , la quale secondo 


co di cono retto generato dal trapezio PMNQ, Quindi per la nota mi- 
sura di questo solido , avremo da prima 

e sopprimendo , conforme ai principi di quel metodo , gl’ infinitesim: di 
«rdiuc superiore, resterà dF s=z«i/*dic. 
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che si fa valere il se^no — , o il -f> esprime una ellisse di 
assi 20 ,nb , od una i|)erbola di asse trasverso 20 e di se- 
condo asse 2b , ci dà in siniil modo pel seginculo contalo 
dal vertice corrispondente ad or=o: 

f^=ir — r* ( )dx=^— x* (Za^x ) . 

«•t/ 0 ' 3 o* ' 

Quindi nel caso dell’ellisse, cioè del segno — , facen- 
do x=2o, avremo ^vab* per volume dell’intera ellissoide, 
che dicesi allungala quando si suppone a'^ b. E siccome 
facendo rotare l' ellisse attorno l’ asse 2b , e prendendo que- 
sto per asse delle x, l’equazione della curva non soffre al- 
tro cambiamento tranne quello di a in 3 e di ^ in a, così 
avremo con lo stesso cambiamento , yira*b per volume dell’el- 
lissoide achiacciata , la quale per ciò sarà maggiore della 
prima nel rapporto di a a 

3 gr. Non si potrebbe procedere allo stesso modo per l’i- 

f ierbola posta in giro attorno l’asse 2b , che non incontra 
a curva; ma siccome prendendo quest’asse per quello del- 
le X , l’equazione dell’ Iperbola è y*=^ così il vo- 

lume del segmento dell’ iperboloide ad una falda , contalo 
dal cerchio che dicesi gola della superGcie c che corrispon- 
de ad x=o , sarà 

^ i ^ ® ^ x*+Za*), 

Questo segmento può dirsi a due basi , e l’ espressione di 
esso potendo ricevere la forma 

ir ^(z*+o*)^ + 2irà*| = iry*|-}-2irà*| , 

si vede che pareggia la somma di tre coni di altezza eguale 
alla sua , ed aventi per basi uno la base maggiore del seg- 
mento , e gli altri due la minore, ossia la gola. 

3 g 2 . Io generale adoperando l’equazione ^=2OTar-fna:“, 
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(• supponendo elio il solido cominci dal piano corrisponden- 
Ic al punto (jt,p) della curva , si ottiene 

r=i^Jy^dx =irJ^{ 2 mx-\-nx')dx==firm{x * — 


= Sttw* (ar-f *) + 7rn (x*+a?a+»*) J 

a—» r , am«+na* , 

= — t ^ ~~ ■ 

Ma in virtù dell’ equazione alla curva I numeratori di que- 
ste tre frazioni esprimono rispettivamente il quadrato dell or- 
dinata y, quello deU'ordinata /3 , o il quadruplo quadrato 

di un’altra ordinata corrispondente all’ascissa—- , e con 


ciò equidistante duir altre due; dunque chiamando A questa 
terza ordinata , sarà 

il che importa che oyni segmento a due basi , del solido 
generato da una curva conica posta in giro attórno un 
suo asse trasverso , pareggia tre coni aventi la sua me- 
desima altezza , e per basi la metà della base minore , 
le metà della base maggiore , e il doppio della sezione 
equidistante dalle due basi. Questa bella proposizione è do- 
vuta ad E. Torricelli. 

393 . Tralasceremo l’applicazione della formola (V) alle 
altre curve tolte innanzi ad esempi, perchè agevolissima, e 
altronde priva di interesse. La sola cicloide presenta qualche 
didìcoltà nella misura del solido generato per la di lei ro- 
tazione attorno l’ asse di Ggura DÈ {Jig. 63 ), ma col favore 
dell’ integrazione per parti ci sarà dato superarla. 

Da prima osserviamo che por essere ( 209 ) KM=atco DK, 
e quindi £-\-arco DK , si à subito 

, - , {ia—x)dx 

y— \i%ax—x* -4- z , e dy = ■ 

' I > y y-Aax—x* ’ 
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dove X =s DH ,y=HM , z-^tkTc DK=&tc . CO& {a — x). (*) 
Dopo ciò aveodosi con una prima integrazione per parli 

■jrfy*dx=vy*x — 2irfxydy , ( i ) 

quest’ ulliino integrale colla sostituzione de' valori di y e (/y 
ci darà 

fxydy=ax* - — +fdx y/ aax—x* (2). 

Per applicare nuovamente l’integrazione per parti a que- 
sta furmoia, troveremo prima l’integrale Ji/x y/ga*—*!. A tal 
fine basta osservare che si à identicamente 


/c/x V 


aax — J» 



a*dx 

X* 



(a — x)*(/x 
y/2,ax — X* 


> 


c che però applicando ancora il metodo per parti ali’ ulliaio 

^ (a 
1/2 


iotegrale,chesi può scrivere sotto la forma ^ ^l'^ ~(a—x), 


trovasi l’equazione 


fdx\/ *ai—x^z=aJ*—-^== — ( O— x)Vat/x— x« —fdx \l 7 ax—x' , 


la quale, per esser = arecos (a — x)= 5 , dà subi 


subito 


Jdx^%ax — X» = — 
a 


o — X 


\!%ax — X* 


Ciò posto , applicando il metodo per parti all’ integrale coii- 
lenuto nell’ equazione (2) , da principio si trova 


J'dxyJi.ax — x*.<s=-^ — -(a — x) y/nax—x* + -f{^—->-)dz\ awx— u**; 
ma ritornando poscia a dz il corrispondente valore in x, si à 


(*) Si avverte che qui gli archi si riferiscono al raggio a, del pari 
che nel n* aoii. 


Digitized by Googte 



( 36o ) 

, J\a—x) dz =/« dx= a*x— ^ , 

dunque sarà 

fdx \Jiax—x* V““*~** + I ( 2 ®^ — 

e quindi ritornando successivamente all’ equazioni ( 2 ) ed (i), 
e sostituendo per z il suo valore in ar ed y tratto dall’equa- 
zione delia cicloide , avi enio 

fxydy = I ay* + g a;*-f ^ {za—x) {iax—y\Jwx—x' ) , 

e 6nal mente 

xJ*Jy*dx=‘!T { 2 x—d)y‘—^-x^—{ 2 a—r) {zax—y\j 2 ax—x*) 

a motivo che questa formula si annulla con x. 

Cosi per esempio facendo x= 2 a, ed in conseguenza y=ra, 
il volume dell* intero solido generato per la rotazione della 
dcloide atttorno il suo asse di figura , trovasi espresso da 

Sqi. Quando una figura piana , terminata da un perime- 
tro continuo o discontinuo , si suppone rotare intorno ad una 
retta comunque posta nel suo piano, la misura del solido 
per essa descritto si esegue con un modo analogo a quello 
dichiaralo nel numero 363. E nel caso di un perimetro co- 
me MoMxMdiM^ {fy- 64) che chiude uno spazio , e si rivol- 
ge attorno una retta Ox da cui nou è intersegato , si vede 
agevolmente che il volume del solido generato da questo spa- 
' zio viene espresso dall’ integrale definito 

( .y y ,')dx, 

dove Xo ed x<e rappresentano il più piccolo valore OP, ed il 

I ' )iù gran valore OPio della ascissa ar ; ed yi ,y, sono i va- 
ori delle ordinate PM, , PM, delle due linee 
, relativi ad una medesima ascissa x. 
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395 . Così per esempio il cerchio espresso per l’equazio- 
ne x' ->r{y—R)' =r*, dà per y. , ed y. ; 

Quindi y,*— yi*=4^ V'’* — conseguenza si à 
per l’ inlero anello sferico generato da esso cerchio , 

F= 2 ‘kJ*^ iRdx \Jr* — x'=ii'!tRj*Jdx v/r*— x'= 2 irV^, 

avuto riguardo alla formola (M) del n® 35i>. 

3q6. Se poi si considera il solido generato dalla figura 
PojuaM,3Ja,Pa>, Costituita dal semicerchio esistente 

al di sopra del diametro parallelo all’asse delle x , 

e dal sottoposto rettangolo P^M^MtuPx, si à pel volume di 
esso : 

2 kJ'^[R-\- \Jr'—x* )'dx=2ir^J(R*+r* — x*)dx-j- 

\7cRj*^dx \jr*—x* =^r(4r®+3irr/?+()y/®). 

Il solido così generato , e di cui questa formula dà la 
misura , è quello che in Architettura diccsi toro quando tra 
r eà R esistono certe relazioni. 

4‘ Quadratura ddU tuptrficie di rotazione. 

096 . Chiamiamo S l’ignota funzione di x esprimente la 
superficie generata per la rotazione dell’arco M^ÌI ( fig. 
attorno l’ asse delle x , e supponendo PQ=QR=\x, ed Rr 
parallela alle ordinate , siano 3Il cd IVr le tangenti «Iella 
curva in M eà N, c sia lUq parallela c quindi eguale ad 
Nr. In fine siano iM ,Nv'M,q3P le posizioni che prcudono 
rispettivamente le lM,NvM,qM col fare insieme una mezza 
rotazione attorno la qR. 

Supponendo piccola quanto basta, perchè l’ arco MvIV 

sia tutto convesso o tutto concavo verso l’ asse delle x, c le 
sue ordinate siano tutte crescenti 0 tutte decrescenti; le stesse 
condizioni si verificheranno evidentemente sull’arco Nv'M'-, 
e però supponendo che unitamente all’arco M^M rotino an- 
cora intorno ad Ox le tre lince spezzale Mq.}F,MvNc‘}H, 
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MiM‘, la superficie generata dalla seconda si dovrà stimare 
compresa tra quelle generate daU’altre due ; e considerando 
le loro metà, sarà pure la superficie descritta dall’arco MvN 
intermedia a quelle generate ualle rette Mq ed Mi. 

Ciò posto , se al solilo dinotiamo con y=f{x) l’equazione 
della curva , sarà ( 9 ) 

tan iMM'=^f{x), tan qMM' =ìan rNIV'=f(x+àx), 

e quindi Qi=J[x)+^f{x),Qq=J\x)-^-àxf(x+Ax). 

Inoltre avremo 

Mi=/^x\/i^{x)y = Mq=Nr=Axi^(x+/^), 

esprimendo per brevità il radicale con ^ (x). 

Cosi essendo , per la nota misura della superficie convessa 
del tronco di cono retto , la superficie generala. da Mi verrà 
espressa da 

Mtir(MP-i-iQ)=.TAx.(^x).(2jlx)-irAx/’(x)), 
e l’altra generata da Mq sarà quanto 

Mq.x{MP-i-ql^j=irAx^.(^(x-tAx}. (2f(x)+Axf(x-t-Ax) ). 

Ma da questo formolo apparisce che il rapporto di tali due 
superficie , cioè a dire 

>p(x~hàx) * q/'(x)-f-A;^'(a>4-4*) 

à per limite l’unità; dunque con più ragione può affermarsi 
che l’unità sia pure il limite del raparlo della superficie 
generata dall’arco MvJV, cioè a dire di AS, ad una di esse, 
per esempio alla prima^ 

Dopo ciò , siccome abbiamo identicamente 

^ y, *Ag.<p(j).(2/(x)-4-Axy'(j) ) 

Ax irAx.<r(x).(aJ[x)-ì-Ax/'(x) ) Ax ’ 

passando al limite sarà 

— ==iX2*/(ar).9(a:)==2ir/(a:).Vi-K/'(*))«=2'»ry^ i -t-g , 
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donde segue che dS può assumere le forme 
zicydxp/ 1 + ^ ,aiT3yV‘fe*’+^*= a'Kydy^,+^^ , 


dello 8 l’ arco M^M ; e che in conseguenza 



Potrebbero farsi circa queste formule osservazioni analo- 
ghe a quelle che si leggono nei n‘ Syo , cZ’ji , ma ciò sa- 
rebbe un ripetere presso a poco le stesse cose. 


(*) SarebtM! alata brevissima la ricerca di queste formole se si fosse 
tenuto qual cosa evidente che le superficie generale dall’arco JUN c 
dalla sua corda sono eguali tra esse nel limite; perchè il rapporto della 
superficie convessa di cono tronco , descritta dalla corda , all' aumento 
essendo 




= *(ay^Ay) 


si vede apertamente che il limite di tal rapporto , che sarebbe jniro il 
limite di ^ , indicato da , è a«y V 

Con eguale brevità si perviene alla formola ^*yds nel metodo infinite- 
simale; poiché in questo metodo riguardandosi come rettilineo rdcmenlo 
da dell’ arco MJtt, la zona infinitamente piccola dS dal medesimo de- 
scritta, risulta espressa da «r (ay-H/y)rfa ; e però, sopprimendo il ter- 
mine infinitesimo di secondo ordine a fronte di quello di primo ordine, 
rimane 


Di più, notando che la formola della normale trovala nel n° i63 si 


I y* 

può esprimere con , 
dx 


è manifesto che se coi valori successivi di que- 


sta normale, che qui diremo y, e coi rispondenti valori di x si co- 
struisse una nuova curva , l’ area di essa verrebbe rappresentala da 



di che si raccoglie che la misura della super- 


ficie di rotazione generata dalla curva primitiva , dipende dalla misura 
dell’ arca di questa nuova curva, che è il /«qyo delle normali dell'altra. 
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397- Per dichiarare la teoria con qualche esempio^, tor- 
neremo in primo luogo all’ ellissoide considerata nel n® Sqo 
( non consi^rando la superlicie della paraboloide , che à mi- 
nore importanza e dipende sempre per ria di una^ integra- 
zione facilissima dalla trascendente ir ) e siccome l’equazio- 
ne della curva generatrice che qui useremo , vai dire 


^ . y* 

fl* ' A* 




dà ay =b%a'—x‘), e 


aiy 


sarà 


dS— 2 'ìrydx^ ,^g!= 2 irà^^ a* x'- 2 'irò- |/a«-^ , 

chiamando E l’ eccentricità , cioè ponendo a* — ò'=E* . 

. £fX 

Ora la formola {M) del n“ 355 con mutar solo a: in — 
ci dà 



Ex / £»x* 

— 1/ a* 

20 y a> 


. a* Ex 

-j — are sen — , 
‘ 2 a* 


e questa espressione si annulla con ar. Dunque moltiplican- 
dola per — , avremo per la superfìcie S contata dalla cir- 
^ E 


conferenza di raggio b 
„ 2«-i px Edx / 

-tV“- 


corrispondente ad ar=o , 


I a* 

__-f;^arc.seo-- 


)• 


Da questa formola ponendo x-=a e duplicando il risul- 
tato , SI à per la superficie di tutta 1 ellissoide 

E 

2 irà'*+ 2 itab . ^ are sen - . (A) 

£d a 


Supponendo poscia fl=4 , l’ ellisse voltasi in cerchio , e 
posto mente che allora 

E 

Ex=o, e quindi — are sen— = ooXo=i, (ioa) 


si ottiene ^'Ka' per la superficie della sfera di raggio a: 
conforme al notissimo teorema di Archimede. 

3g8. Le formole del n." precedente si riferiscono all ellis- 
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soide ai I ungala , per la quale a'^b. Se per conirario fosse 
il (Tiflerenziale dS si porrebbe sotto la forma 


dS= 


“*+ 


A» — o» 


£Jx 


E 


:dx 


a* 


dinotando sempre E l’ eccentricità, cioè supponendo nel caso 
attuate b*~a'=E'. 

Ex 

Ora la forinola (IN) del n.” 356 , con sostituire — ad a: , ed 
a' a — a* , ci dà 

+- ‘ (-+ 

%/ a y a* ^ay a* \ a y a» / 

Quindi siccome q,ucsta espressione si riduce ad — la quan- 
do x=o , avremo per la superficie 5 contata , del pari che 
pocanzi dalla circonferenza di raggio 6 , 

i va^ + ^ . 

Dalla formala precedente si desume con molta semplicità 
una espressione elegante dell’ intera superficie dell’ ellissoide, 
sostituendovi successivamente x= — a,x=a, e poscia sot- 
traendo (337) un risultato dall’ altro. Essa è 

i-^E 


2'irò*-\r'Jfa6.~ l 


E b—E ’ 


(B) 


e supponendo a=^b , ci riconduco al valore della su- 
perficie sferica , perchè allora 

rt * 1 * ^ # Ò-^-E . 

ii=o , e quindi — = 00X0=2, (102). 

399. In simil modo la superficie delle iperboloidi , si di 
una clic di due falde , dipendono da logaritmi mediante 
la stessa forinola (N) del n” 356 . Omettendo le loro espres- 
sioni che hanno poca importanza , noteremo solo il differen- 
ziale della prima superficie. Desumendolo dall’equazione 
o*y*=A* (z’+a"), si trova essere 


^ dx ^ onde paragonato a a*-+- 


X I 
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che » ebbe cooùderaado l' ellissoide schiacciala , si scorge 
( in di pendea temente dai loro integrali ) che se b avesse lo 
stesso valore in amendue, ed a valori diversi, allora indicando 
con % quello per esempio che si riferisce all’ iperboloide , i 
detti diflerenziali si potrebbero scrivere sotto le forme 

iirbdx e 2 <Kbdx ^ , 


e quindi sarebbero identici non meno essi che i loro inte* 
grali presi tra gli stessi limiti , quando fosse 


«4 ■ 


•a4 


, 0 più semplicemente 


, a*6* 

* =■; . 


Questa pertanto è la relazione che deve aver luogo (e che 
il geometra francese Parent assegnò il’ primo) perchè siano 
tra loro eguali le zone corrispondenti di una iperboloide ad 
una falda e della iscritta ellissoide schiacciata , avente per 
equatore la gola della iperboloide : come Archimede trovò 
essere per la sfera ed il cilindro circoscritto. 

4oo. Per fare un’applicazione della formola zityds con- 
sidereremo pure la superficie generala per la rotazione della 
cicloide attorno il suo asse di figura. 

Dai n‘ 38i e SgS abbiamo (^^.63 ) fra le coordinate 
HM, l’arco DM=s , ed il raggio DC=a , l’equazioni 


j: 


« 

Ma sulle prime integrando per parti si ottiene 
2 'Kfyd 8 = 2 'K (ys—J'sdy), 


dunque sostituendo in quest’ ultimo integrale i notali valori 
di 8 e dy , sarà 

2 'rr/yd 8 = 2 ir{y 8 — 2\j2afdx\j9a—x)= ^s-^-\f^{2a—xY^ . 


Quindi siccome questa espressione si riduce a y-ro* quan- 


do x=o, la superficie S del conoide cicloidale, contata dal 
vertice D vorrà espressa in x ed y per la formola 
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\Zaaz 2 ( 2a—x) ^20(20— x) — 8 a*^ , 

da cui ponendo x=^2a , ed y=ifa , si desume per la 
pcrGcic di tutto il conoide il valore 

I ir ( 3 ir— 4.) a*. 

Cubatura dei tolidi terminati da n^erfeie qualunque. 

4 oi. Sia z=f{x,y), (i), l’equazione di 

una superfìcie riferita ad assi rettangolari , e supposto clie 
■per un contorno (^y* 7 * ) delineato ad arbitrio 

nel piano delle xy passi una superfìcie verticale , vogliam 
dire generata da una retta parallela all’asse delle z, prò- 
ponghiamoci di valutare il solido compreso da questa super- 
ficie , da quella espressa per l’equazione (i) , e dal piano 
delle xy. 

Prese le OP ed OQ per indicare un valore della x ed uii 
altro della y , s’ intendano condotti per Pe Q due piani ri- 
spettivamente paralleli a quelli delle zy e zx. 1 medesimi 
segandosi nella Mm parallela all' asse delle z , e tagliando 
la superfìcie (i) secondo le curve , ne risul- 

terà un solido che avrà per facce opposte CSljMNi 
e per facce laterali i detti piani , e parte della superfìcie ver- 
ticale dianzi nominata. Chiamiamo V il volume di questo 
solido , e ^ (x,y) la funzione incognita delle variabili x,y , 
cui esso volume ò uguale. 

Aumentando la x ossia la OP di una quantità indetermi- 
nata h , espressa dalla retta P//, c conservando la y nello 
stato di grandezza indicato da Off, il solido di base CH,LN„ 
di superfìcie laterale verticale , e la cui faccia opposta ò 
nella superfìcie (i) , verrà espresso da + e noi 

per brevità scriveremo 8 ol.CH,LNi==^{x-\‘h ,y) , dal che 
si desume per l’aumento preso dal solido chiamalo F, 

sol. Jf. H,LM=ti{x-\‘h,y) — 9 (a:,y)- 

Mutiamo adesso in questo aumento la PM in PN , cioè 
la y in y-\-k , esprimendo per k la retta ffK ; avremo 

8 ol.i*f, «(ar,y-|-à) , 
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e quindi sottraendone l' espressione precedente , 
sol.ZyV.V/=9(x+A,y+A)— 9(o',y+A)— <?(a:+A,y)+^(z,y) ; 
cioè a dire , sviluppando mieste funzioni secondo le potenze 
ed i prodotti di A e A' , (oo e i23), e ricordandoci di aver 
supposto F=(!^{x,y) , 

so\.LJUJV/=^/ik+ec. , 


dove i termini seguenti sono di grado supei’iore al secondo 
per rapporto ad À e A. 

Ciò posto, supponendo 4 e A convenevolmente piccole, ac- 
ciò nell’estensione della superficie /mni la 2 non divenga nè 
un massimo nè un minimo , è chiaro che questo solido sarà 
compreso tra due dei quattro prismi aventi per base comu- 
ne LMN1 1 e per altezze Ll,Mm,Nn,Ii. Ma in virtù dei va- 
lori di queste altezze , le quali facendo per brevità 




d*z 

=y- 


</«Z </«S ^ 


sono pei citati n' 

Mm=z,Ll=z+ph+^ /i*+ ec., Nn=z-^qk + ^l^ + ec. 


/i=z^pk-\-f/k-\r-^/i* + shk -f- A* -|- ec.. 


r espressioni analitiche dei nominati prismi hanno tutte per 
primo termine zhk , c i termini consecutivi sono per rap- 
porto ad 4 c A di grado superiore al secondo ; dunque ac- 
ciò il solido precedente abbia un valore sempre intermedio 
ai detti duo prismi, debh’ essere necessariamente 


dxdy 


= z=f{x,y). 


(0 


4o 2. Per desumere da questa equazione il valore di F , 
la scriveremo sotto la forma 


d^-f 

— <hr=^<hj^dyj{x,y). 
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+ 3 ( 2« — t) Y^2o(2<j — x) — 8rt*^ , 

da cui ponendo x=za , ed y—va , si desume per la su- 
perfìcie di (uUo il conoide, il valore 

^ ir ( 3 ir— 4.) «*. 


4 - 01 . Quando un contorno piano , continuo o discontinuo, 
non ò simmetrico rapporto all’asse di rotazione tolto per asse 
delle X , la superficie da esso generata è allora la somma 
di tante parti o zone distiate , quanti valori diversi e reali 
ammette y in funzione di x: valori che si debbono desume- 
re dall’ equazioni delle singole parti continue del contorno. 
Ciascuna di queste zone si può valutare separatamente ; ma 
quando si cerca l’ insieme delle superficie, descritte dalle parti 
del contorno frapposte a due assegnate perpendicolari al- 
l’asse, vai meglio integrare la somma dei loro differenziali, 
a causa delle riduzioni cui essa può dar luogo. La formala 
da usarsi è allora 

“'X” \]>v ■+(£)’+“•] • 

dove 2/1 , y. , cc. esprimono i detti valori di y in x; cd Xo , Xv 
sono i valori di x relativi alle nominate perpendicolari. Essa 
diviene più semplicemente 




quando il proposto contorno è simmetrico riguardo ad una 
retta parallela all’asse di rotazione ( come per esempio avvie- 
ne nel caso del cerchio ) : ciò che più facilmente può dar 
luogo a notevoli abbreviazioni , nascenti dalia natura delle 
equazioni di cui y, , y, , ec. son radici. 

Cosi per esempio nel cerchio rappresentato, come nel n" Sgo, 
dall’ equazione 

si à y.+y.=2/?, e dx^/T^= (TTCp ’ 

quindi la formola precedente somministra per la metà dcl- 
r anello sferico generato da quel cerchio , 




47 
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(lai che r intera superfìcie deU' anello risulta espressa da 
4.'w*»*^=2irr.2ir7? , cioè dal prodotto della circonferenza ge- 
neratrice , e di quella descritta dal suo centro. 

Considerando poi il solo valore , si à 

valore il cui doppio dà per la superfìcie curva del /oro : 
2 irr( 2 r-i"ìc/i). 

402. Termineremo con osservare , analogamente a ciò che 
si disse nel n° SSq , che in tutte le formolc generali della 
superfìcie di rotazione , precedentemente notate , convien so- 
stituire ^ a 2'7r quando la linea generatrice non (empiendo 
sua rotazione, i punii di essa o del suo piano, distanti dal- 
l’asse giacente nel piano stesso per l’unità, non percorrono 
l’intera circonferenza 27T, ma soltanto una parte indicata da 

Cttia/ura tlei ulidi terminati da mperfeie qualunque, 

403. Sia z—f{x,y), (i), l’equazione di 

una su])erfìcio riferita ad assi rettangolari , e supposto che 
per un contorno {^q.’ji) delineato ad arbitrio 

nel piano delle xy passi una superficie verticale , vogliam 
dire generata da una retta parallela all’ asse delle z , pro- 

f ionghiamoci di valutare il solido compreso da questa super- 
icie , da quella espressa per l’equazione (i) , e dal piano 
delle xy. 

Prese le OP ed OQ per indicare un valore della ar ed un 
altro della y , s’intendano condotti per Pe Q due piani ri- 
spettivamente paralleli a quelli delle zy c zx. 1 medesimi 
segandosi nella Mm parallela all’ asse uellc z , e tagliando 
la superficie (i) secondo lo curve 7n,mfn,,n,mn, , ne risul- 
terà un solido che avrà per facce opposte CM^MNi ,cm^mrii 
c per facce laterali i detti piani , e parte della superfìcie ver- 
ticale dianzi nominata. Chiamiamo P" il volume di questo 
solido , c 9 {x^y) la funzione incognita delle variabili x,y , 
cui esso volume è uguale. 

Aumentando la x ossia la OP di una quantità indetorrai- 
nata h , espressa dalia retta PII , e conservando la y nello 
sLito di grandezza indicato da OQ^ il solido di base CHiLN,, 
di superucic laterale verticale , e la cui faccia opposta è 
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nella superGcic (i) , verrà espresso di< (ar-fA , y ) , e noi 
per brevità scriveremo sol.CIÌ,LNi=e( {x-^h ,y) •, dal che 
si desume per l’aumento preso dal volume chiamato y , 

sol . A,y)— <t>(x,y) . 

Mutiamo adesso in questo aumento la PM in PN , cioè 
la y in y+A , esprimendo per k la retta QK : avremo 

sol.yl/,//,/yV^=t<;)(x+A,y-+*A) — 9(ar,y+A) , 
e quindi sottraendone l’ espressione precedente , resterà 
8ol.ZJ/yV/==9(x-hA,y+A)— <?(a:,y+A)— 9(x+/t,y)+9(ar,y) ; 
cioè a dire , sviluppando queste funzioni secondo le potenze 
ed i prodotti di A e A , ( 8 o e leS) , e ricordandoci di aver 
supposto y=^{x,y), 

io\.LlUNI =^^hk+cc. , 

dxdy 

dove i termini seguenti sono di grado superiore al seeondo 
per rapporto ad A e A. 

Ciò posto, supponendo A e A convenevolmente piccole, ac- 
ciò nell’estensione della superfìcie Imni la z non divenga nè 
un massimo nè un minimo , è chiaro che questo solido sarà 
compreso tra due dei quattro prismi aventi per base comu- 
ne LMìYI , e per altezze Mm, Ll,Nn.,Ii. Ma in virtù dei va- 
lori di queste altezze , le quali facendo per brevità 

^ ets d*z rf*s d‘z 

dx rfy dx* dxdy ’ 

sono pei citali n* 

iIm=z^Ll=z-\-ph-\-^ A*-l- cc., yVn=z-t-yA-t--^A* -f cc. 


li=z-\-ph-\-qk-\-^h' -h shk -f A* -J- cc.. 


l’ espressioni analitiche dei nominali prismi hanno tutte per 
primo termine zhk , c i termini consecutivi sono per rap- 
porto ad A e A di grado superiore al secondo ; dunque ac- 
ciò il solido precedente abbia un valore sempre intermedio 
ai delti due prismi , debb’ essere noccssariamcnlc 


d^V 

dxdy 




(I) 
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4o4" dcsuiucrc da questa equazione ii valore di 
la acrivcFeoK) sotto la fonna 



</jr 


dy=zdy==dyf {x,y). 


lo questa il primo membro esprime il differenzialo di 


dx 


per rapporto ad y, dunque integrando per rapporto a questa 
yariabilo , avremo 
Ay 

=fzdy^C=fdyf{x,y)+C. 

La quantità C potrebbe contenere arbitrariamente anche la x 
che nella integrazione si tenne costante , se non si avesse a 
soddisfare che l’equazione (i); così che allora si scriverebbe 
più opportunamente 

^ {^)- ( 2 ) 


Ma essa non è altrimenti arbitraria nel caso nostro , dove 
trattasi di un solido pienamente determinato ; ed infatti per 
un valore qualunque di x espresso da OP , potendo la y 
variare da Pjfft sino a PM^ , ne segue che dinotando que- 
sto due funzioni di x con ed y, , avremo 



É chiaro che questo risultato sarà nel fatto una funzione 
della sola x ; però indicandola con F(x ) , e moltiplicando 
per dx sarà 

dV=dxF(x), e quindi V=JdxF{^x)-\-C. 

Questa costante C è ancor essa determinata , poiché nel- 
r estensione di lutto il solido proposto a valutare , polendo 
variare la x da OP^ sino ad OP» , quest’allro integrale do- 
vrà esser preso tra i limiti x„ ed x» ; dal che risulta Goal- 
niente 



(*) Nel metodo inlìniletimalo supponendo LH=:Jx,MN:=dy, o fin- 
gendo condotti fra i punti M,tn iniinìti piani paralleli a quello delle 
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4o5. Se r equazione (zj , ei fosse moltiplicala per e 
poscia inlcgrala , sarebbest trovato 

F=fdxfdyf{x,y)+X-\-Y , 

osservando ebe l’integrale di dx^{x) sarebbe, del pari che 
4- (x ) , una funzione arbitraria di x da potersi notare con X\ 


e distanti un daU’altro per ds , il prisma espresso da zdxdy, e che pa- 
reggia esattamente l' integrale J* dxdy.dz , si può dire che dilTerisce 

dal prismoide LMNI-lmni per un infinitesimo di terzo ordino; per- 
chè la loro differenza è un solido le cui dimensioni son tulle infinite- 
sime. Quindi nell* espressione approssimativa zdxdij di tale prismoide 
facendo variare la sola y di </y , da PMi=^t sino a , la 


somma degl’infiniti valori che no risultano, cioè a dire (338), dx^^* zdy 


esprimerà , con errore infinitesimo di secondo ordine e con una fun- 
zione della sola x , quella parte del solido proposto la quale è inter- 
cetta ai piani paralleli per JU ed L a quello delle zy. Parimente, nella 
recata espressione approssimativa di questa parte facendo variare di dx 
la X, da OPg=Xo sino ad OPa>=xx, la somma degrinfiuiti valori che 
ne risultano , cioè a dire 


non differirà che di un infinitesimo di primo ordine dal solido ricliicsio, 
e quindi gli si terrà eguale, perchè questo solido vien formato eviden- 
temente da tutte le parti consimili all’ anzidclta , e frapposte ai piani 
paralleli a quello delle zy per Po e P». 

Per trattare il soggetto con lo stesso metodo quando la superficie del 
solido è riferita a coordinate polari , siano r , u , v le coordinate del 
punto M , {^y. 72 ) , cioè a diro siano 

r= OM,u=aog . JOAf,v=arìg.BOM'. 

La qiiistione sarà generalmente risoluta determinando il volume del 
conoide avente per vertice il polo , e per base una parte assegnata 
della superficie del solido; perchè questa baso potrà essere l’ intera su- 
perficie del solido, quando si prende per polo un punto interno ad esso. 
Quando poi il poto è fuori di esso , immaginando la superficie conica 
circoscritta al medesimo o che à suo vertice nel polo , si avranno due 
conoidi, prendendo per basi le due parti in che resta divisa la superficie 
del solido dalla linea di contatto fra le due superficie ; 0 la differenza 
di essi darà il solido, in qnislione. Iti ogni modo, il contorno delia base 
del conoide si suppone data per la condizione , che ad un ({ualuuque 
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e che Y esprimerebbe similmente , con uno funzione arbi- 
traria ili ^ , la quantità costante rapporto ad x che serve a 
completare la seconda integrazione. 

4-o 6. Le forinole e r^‘dyf{x,y) si 

U t/y> 

chiamano inlegrali doppi , imo indejinilo l’altro definito' 
In quanto al primo , risulta dal n“ 69 clic la sua espressio. 


valore di v ne corrispondano due di u cioè Ui ed u« , spettanti al rama 
inferiore ed al ramo superiore del contorno. 

Ciò posto aumentiamo u di du=ang , MOm, e supponendo che que- 
st’ angolo con ruotare attorno OA passi nel sito inCnitameuto prossimo 
nON , crescerà pure v di tlv=m^.M' On' . Per efietto di ciò le due pira- 
midi aventi per comun vertice il polo , per piani laterali quelli degli 
angoli MOm, MOn ,NOm,NOn, e per basi la superficie che questi piani 
intercettano su quella del solido in quistione , c la superficie MmNtt 
che intercettano sulla sfera di raggio OM=r , si potranno riguardare 
come uguali ; perchè le medesime son due infinitesimi di secondo or- 
dine , e la loro differenza rappresentata da un solido infinitamente pic- 
colo secondo tutte le dimensioni, è un infinitesimo di terzo ordine, ma 
per essere 

Mm=rdu , ed Mn=M'n'=03P .dv~nenu.dv, 

Il rettangolo MmNn che serve di base alla seconda piramide risulta 
espresso da r*dudvsenu, c altronde l’altezza di questa piramide è ma- 
nifestamente OM—r ; dunque chiamando P il volume del conoide in 
quistione, il suo differenziale di secondo ordino rispetto di u e v sarà 

r^mau.dudv. 

Questa formola dopo la sostituzione di r in funziono di ucv, s’in- 
tegrerà per rapporto ad u tra i limiti u> ed Ua , che sono da stimarsi 
funzioni dato di v quando il polo è fuori del solido , o quando non 
si vuol misurare che un conoide ; e il risultamento moltiplicato per dv 
s’ integrerà di nuovo per rapporto a e tra i limiti t>o c vai, che al so- 
lito esprimono il più piccolo ed il più grande tra i valori di v. £ per 
tal modo sarà 

V=\r dv r^senu.du. 

Ma se il polo giace nell’ interno del solido , e vuoisi di questo l’ in- 
tero volume, allora stabilendo zero c n* per limiti dell’angolo v, ad 
ottener l’ insieme di tutte le piramidi elementari costituenti il solido 
basterà prendere scro 0 «r per limili dell' angolo u : il perche sarà 

V /***^ ‘^•^ /* >‘*8cn«.rftt. 

S (/ o t/ o 
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ne in ^ ed y non deve cangiare inTertendo l'ordine delle 
due integrazioni successive , che nel rinvenirla dcbbonsi fare 
rapporto alle due variabili ; cosi che può affermarsi essere 

itjfdxf {x,y) . 

407 . Quanto poi all’int^ralc definito do^io, non si è 
certo che Tordine delie due integrazioni c indifierentc, se non 
quando la funzione è finita tra i limiti deli’ integrale. Allo- 
ra infatti si vede che lo stesso volume totale dianzi conside- 
rato , può anche riguardarsi come la somma di iiifinitc parti 
simili a quella che à per base A.A, , c contenute fra 

i due piani condotti parallelamente a quello delle zx per gli 
estremi e Qia del più piccolo e del più grande valore di y 
in tutta la estensione del solido. Si può dunque tenere nel 
detto caso 



esprimendo con :r, e or, i valori di x \n y desumibili (sic- 
come i valori Vi e » di y in a?) dall’equazione del con- 
torno JiUNJKN,. 

4o8. Sceglieremo per esempio l’ ellissoide a tre assi diffe- 
renti. La superficie m questo solido viene espressa daH’cqua- 
zione 


a» ' A» ^ c* ’ 


che dà z 


=y-s 



e mostra palesemente che ciascuno dei piani coordinati divi- 
de il solido in due parti eguali , e produce nel medesimo 
una ellisse. Quella che produce il piano delle xy , c che 
noi toglieremo a base del solido , à per equazione 


I y 
a* ' 


= i,da cuiy ,= — 6 





Sono poi apertamente — a, e -f-a la minoro e la maggiore 
delle X di questa ellisse, cioù i valori di x^ ed Xk> ; e stante 
il valore di y, , .quello di z si può scrivere setta la forma 


f yy,»_y« : dunque avremo per la metà dell’ ellissoide 
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Ma ris^nardnndo y, come quantità cofitantc, la forinola (M) 
del 11 ° 355 ci dà 

dy ^ y •* » 

dunqnc ritornando alla formola precedente, e restituendo ady, 
il suo valore in x ■, avremo per la metà dell’ellissoide 

-beC^ dx"(t — bc Àa^^abc, 
a J—a \ a* / ^ 3 3 

c quindi ~abo per tutto quel solido. 

In conlcrma del vero , quando a=b=e , ossia quando 

]’ellissoide si cangia nella sfera di raggio a, la formola ^ abe 

diviene*^ o’ : di accordo con quello che si dimostra in geo- 

ó 

mctria. 


(T.o Quadratura di una svperjicie qualunque. 

4-og. Ritenute le denominazioni del n° 4o3 , suppongliia- 
mo applicato in m il piano tangente, il quale incontri le 
rette LÌ,Ii,Nn in come si vede nelta./?y. yS disegna- 

la più in grande. La figura tnrls sarà un parallelogrammo, - 
cd i lati mr,tns del medesimo toccheranno (256) le rispet- 
tive curve ml^mn. Inoltre supponghiamo essere h c k così 
piccole, che la superficie curva /mnt sia tutta concava, o 
tutta convessa per rapporto al piano delle xy, c in fine con- 
cepiamo unite le corde mi, mn, il, in. Le tre superficie com- 
posie, una dai due triangoli rctiilinci mli,mni- un’altra dal 
quadrilatero mixlh'invtn, e dai segmenti m\ilm, 
e la terza dal parallelogrammo mrts insieme ai triangoli ret- 
tilinei mrl,m8n, ed ai trapezi anche rettilinei Irti ,nsti, 
hanno tutte tre P estremo formato dalle rette mi, li, in, nm^ 
volgono le convessità dalla stessa parte, c la seconda abbrac- 
cia la prima ed ò abbracciala dalla terza. Quindi per un 
principio generalmente ammesso, l’area della second^a sarà 
maggiore di quella della prima, c minore di quella della 
terza. 
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Per tróvarc l’ csprcfflioni analitiche di meste tre stiperficie 
composte , noteremo anclie qui l’espressioni delle rette LI, Nn, li 
trovale nel n*> 4o3 : 

X/= 2 +pA+-^A*+ ec. , Nnt=sz-\'qk-^ + ec., 

Ii=z-\-ph-\-qk+ ^ h'-{-shk-\- ^ 4“+ ec. i 

e di più osserveremo che l’ equazione * 

z'—z=p {x'—x) + q {y'—y) 
del piano tangente alla superficie (efie) nel punto m, ci dà 
subito per le rette Lr,Ns,Il'. 

Lr=:z-)rph, Ns=z-\-qky Il=-z-\-ph-\-qk \ 

'e pel coseno dell’ angolo d’ inclinazione cui diremo r , di 
esso piano a quello ddle xy , 

C08T=-7 * 

Ciò posto j per le note misure del triangolo e del trape- 
zio; pel teorema il quale stabilisce (*) che una fyura ina- 


(*) La semplice geometria è suOicicnle a provare la verità di questa 
proposizione nel caso delle figure piane rettilinee, dal che si tiene per- 
messo il concluderla bensì per le ligure curvilinee. Ma col metodo in- 
tegralo possiamo dimostrarla generalmente, rapportando la curva primi- 
tiva o la sua projeziono alla comune intersecazione dei loro piani come 
asso delle x (lìg- 74). ^ ^ perpendicolari a onesta retta da uii 
medesimo suo punto come assi dello ordinate che oiremoyed^'. Chia- 
mando T rincUuaaione dei piani , abbiamo per un punto qualunque M‘ 
della prima curva o pel suo corrispondento M della seconda x = x* , 
ysssy'cosx, e siccome l’aree delle due curve che dinoteremo con 
ed a vengono espresse ( 363 ) da 

A==J*^'“(y\--y\)dx,a=»^^^{y^-—yt)dx=cmtJ*^'^(y\—y\)d^ 

è manifesto che si avrà a =A cos r. 

Cosi essendo , se chiamiamo X, F, Z le Ire projezioni di A su tre 
piani ortogonali delle yz, zx, xy, ed >, p, y gli angoli d’ iucliuazione 
del piano della figura A coi inodesiini rispettivi piani ; avremo 
X=^Acma', F=./^cos|3, Z=Aaoiy. 

Per lo che , elevando a quadrato o sommando verrà 

’X* -k- Y' -i- Z* =: A* { cos*-|-*-cos*^-t- cos*y ) =s A*, ^ 

a motivo ddla nota formola cos*» -f- cos*^ + cos*y = i. 

48 
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na è alla ma projezione ortogonale segna un altr o pta 
no , come t unità al coseno aell’ inclinazione del piano 
della figura con quello di projezione; e per rimmediaia 
conseguenza di esso teorema, cioè die il quadrato di una 
figura piana ( YOgliam dire del numero che n’esprime il 
valore ) pareggia la somma dei quadrati delle sue prò- 
jezioni su tre piani ortogonali t abbiamo 

«7/t = ■/ -t- ^* ( /X-i7) “ 4- ^ {mM-lLj = 

r 4 4 4* 

mni= Ih ^ (niV— 17 ) V ~ {mM-nN)* — 

/ImTI A*A3 m h*k* * - , 

^ (;»-+-ecO -f- — (7-4-CC. ) =— 

La somma di queste due espressioni è 


hk + ec. 


quantità di secondo grado per rapporto ad à e à. 
Similmente abliiamo per triangolo mlr, e pel trapezio IrU.’ 


mlr=^.lr=^ {Lr — Z/)=— A’ — ec. 
/r/i =^[(Zr— Z/)+ (//— / 0 ]=~^ A* A-^ AA*-^A»-ec. 


espressioni che sono di terzo grado rispetto di A e A , c che 
ci avvisano dover essere bensì tali quelle del triangolo msn 
e del trapezio nsti. Ma per renunziato teorema abbiamo il 
parallelogrammo 

. MLIN ... 

mris = s= AA ; 


cosr 


dunque la terza superGcie composta , è pure una quantità di 
secondo grado, avente lo stesso primo termine della prima 
superficie. 

Finalmente per la seconda superficie occorre considerare 
le aree dei segmenti mplm^ ec. A tal fine chiamiamo F la 
funzione di x esprimente l’area N^UtmM (fig. 71); l’au- 
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mento di essa quando x cresce di h=^ML^ cioè a dire l’arca 
MmìjJL {Jig. 71 e 78 ) verrà «pressa da 

*/♦, , d*i h* , JSf A* 

J-A+ -r-: — + •Tj — a T* ec. ; 

OJ> (Ut» a dx* a. 3 


ma essendo x,ex ovvero ,/l[ar,y), le coordinate variabili dclb 

curva ftimn, (Jig. 71), abbiamo dal n® i 5 o, 

dunque sarà iWÌ7i/it/Z=z4+^ A*+ ^^* + ec. , e quindi 


mulm = »A+^ A*+ ^ 4 »+ec. -(z+/(x*A,yì) ^ 

c=3 — — A* — ec. 
xa 

Per analogia si può olTermare ebe sia 


mvnOT=— 


-A»— ec.; 


e dopo ciò, siccome il semento nu 7 i h rispetto di y+k, quel 
che il segmento miJilm ò rispetto di y; e del pari, il segmento 
/Xt 7 è rispetto ad x-f-A, quello stesso che il segmento mmm 
è rispetto di x; le aree di questi altri due segmenti saranno 
i valori che prendono 


— - A*— ec., — —A* — ec. 

la ’ la 


ossia* 


A» 


— ec.. 


la 


de* la ’ ify* 

quando si mutano y in y + A, ed x in ar + A; c però i pri- 
mi termini delie loro espressioni saranno bensì 


— A*— ec., e — — A*— ec. 

la 13 


Ài nominati quattro segmenti va unita la superficie curva 
mufkùmm , per avere nell’ in^'eme di tutte la seconda su- 
perficie composta. Ma chiamando S l’ignota funzione di x 
e y esprimente la superficie curva cmjraìt Ifig. 71 ) , si 
può dimostrare in modo alTalto simile a quello tenuto nel 
n° 4 o 3 , che quella prima superficie , rappresentala da mtiil 
in questa figura, viene espressa da una serie il cui primo 
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termine fe dunque il primo termine dell’espressione 

d*S 

della seconda superGcic composta sari pure hk. 


Dopo ciò, sovvenendoci che l’ espressioni della prima c della 
te rza superfì cie com|H>s(a hanno ambedue per primo termine 
\[ hk f dovrà tenersi provalo che acciò la seconda 
sia maggiore della prima e minore della terza , da valori 
conveuevolmcntc piccioli di à c ^ sino a zero, debba essere 


e quindi 




Ora da queste equazioni , dove il radicale che vi è conv 
preso, vuoisi tenore in conto di una finizione data di a: ey 
( in virtù dell’equazione primitiva e delie derivalo parziali di 
primo ordine della superficie ) , si desume con due integra- 
zioni successive 



«fa* , dz,* /*\ 


dy* 


(*) Nel metodo infinitesimale si riguarda come piana ogni parte 
ìnCnitamenle piccola di una superficie curva ; o che toma lo stesso , 
le superjìcie curve si rigtiardano come superficie di poliedri a facce 
piane ed infinitamente piccole. Questa ipotesi è perfettamente analoga 
a quella che riguarda le lince curve , ed è giustificala dal fatto che 
le infinite tangenti che ogni superficie curva ammette in ciascuno dei 
suoi punti , sono ( a56 ) in generale allogate in un medesimo piano , 
che è il piano tangente della superficie. Si può anche osservare col 
signor Giurnot, che almeno per le superficie curve non sviluppabili 
( cioè incapaci di essere distese sopra di un piano senza che le loro 
parti si venissero a separare le une dalle altre ) non potrebbe farsi con- 
cetto della loro quadratura , so non considerando il limite cui si avvi- 
cina indefinitamente un inviluppo poliedrico ad esse circoscritto , a mi- 
sura che le facce di questo inviluppo impiccioliscono , pel ravvicina- 
mento indefinito dei punti di contatto della superficie col poliedro invi- 
luppante. 

Ciò posto , se chiamiamo ti quella parte della superficie curva , che 
è projeltala nel Tettaiuolo dijferenàale ILMN dxdy , o ritengbia- 
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4io. Por faro un' applicazione importante di questa for- 
mola , cercheremo la superGcie deireliissoide a tre ossi diffe- 
renti, rappresentata daircquazione 


tì» ~ b* 


+ — = I , che 




mo r per indicare l’ inclinatione del piano tangente alla superficie nel 
punto m col piano dello ary , sarà 

«frrfy tra « oos ♦ , dal che II eaiicrf/ ^ H- ^ -h ^ • 

Integrando questa formola per rapporto ad y ( dopo averla ridotta 
in funsiono di x e t/) da y = PMt = y» sino ad y c=i iW, b=i y • , 

il risullalo rfry^^Vy^/ i -f- esprime in funziono della so- 

la X una zona rappresentata nella fig. 71 da rn, m, d, d, , finita nel 
senso dello y , ed infinitamente piccola nel senso delle x. 11 perché 
integralo esso stesso per rapporto ad <r , da ;r e= OPq =s Xg sino ad 
X = OP(u s=> Pòi) cioè por la maggior dimensione della superficie richie- 
sta nel senso dello x, il tavMaXoJ * * -4- I 

darà la somma di tutte le zone simili all’ anzidetta, 0 comprese tra x^ 
ed Xta , ossia darà tutta la superficie richiesta. 

La prontezza colla quale anche qui si raggiungo lo scopo col meto- 
do infinitesimale propriamente detto , ci richiama alla mente Timpegno 
per noi preso nella nota del n.° 1 ga. Nondimeno , essendo sembralo a 
parecchi che quel tanto che intorno ad un tal metodo si legge in vari 
luoghi e note ai questo libro, possa stimarsi bastevole per un’opera ele- 
mentare non trattata espressamente coll’ ordinario linguaggio degl’ infi- 
nitesimi , siamo venuti anche noi in questo avviso ; e però completere- 
mo senza piu le nozioni fondamentali dello stesso metodo, dimostrando 
i principi su cui riposa 1’ applicazione di esso alle linee curve , ed 
alle superficie curve. 

Per rapporto alle linee curve il principio di cui si tratta consiste 
( com’ è detto nella nota al n.° ifii ) in riguardare le curve come po- 
ligoni di un numero infinito di lati infinitamente piccoli^ e con ciò le 
tangenti di esse come i prolungamenti indefiniti di siffatti lati. Ciò sup- 
pone che la corda di un arco infinitamente piccolo , 0 tenuto corno 
piano, sia eguale a quest’ arco ; o in altri termini , che il rapporto delle 
loro lungheue pareggi Tunità. Ora ecco in qual modo l’iliustroPoisaon 
dimostra (fucsia proposizione : 
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Le due derivale parziali di primo ordine di qnest’ ultima 
equazione djanno 


d* 

dx 


e*x dz 
a*z * dy 


= _£!y. 

fi' 


quindi risulta 





e togliendo a misurare quella parte della superficie dell’ elis- 
suide che giace da un Iato stesso del piano delle xy , cioè 


Sia BImm'M' ( fig. 78 ) un arco infinitesimo di curva: conduciamo le 
cordo Mm , mm', m'M', e prolunghiamo la prima e la terza sino a 
che s’ incontrino in un punto Jt. U arco mm' è maggiore della corda 
mm', e minore della linea spezzata mkm!', basterà dunque provare che 
questa linea e questa corda , ambedue infinitesime , non diCTeriscano 
che di un infiniicsimo di ordine superiore , acciò il rapporto dell’ una 
all’ altra possa dirsi eguale all’ unità: ed allora ciò sarà vero a far- 
tiori del rapporto dell’ arco alla sua corda. Ora se nella estensione 
dell’ arco Mmm'M' non v’ à ( come supponghiamo ) alcun punto sin* 
colare, dove la curva cangi di un tratto direzione ; le corde Mm ed 
M'm' comprenderanno tra esse un angolo infinitamente poco diverso da 
due retti, e però l’angolo TiM' , supplemento di MkW sarà infinita- 
mente piccolo. Sia 9 quest’ angolo , e siano di piò mk t=t a, m'i 
mm' = c: il triangolo mkm' ci darà Tequazione 

c* = B* zab cos 8, 


die può voltarsi in- quest’ altra 

8 

------ 


( B -t- ^ Bcn* — , a motivo che cos 8 a Kn* - 

Avremo dunque 




•=al* 


4n* ,8 

{ari-i)' a 


pel quadrato del rapporto della corda mm' alla linea spezzata mkm'^ 
Ma 0- inoltre identicameota 




e perciò il coefficiente di sen* -g non può divenire infinito : dunque 


sprezzando l’ infinitesimo di secondo ordine , non resta che P unità pel 
rapporto di e ad a Hv 4. Ch’ è quanto volcosi dùnostraro. 
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a diro la metà ddl’ intera superGcie, i limiti delle due in- 
tegrazioni son determinati dalla traccia della superficie sul 


piano delle xy^ ossia dal contorno dell’ ellisse 




=i.(i) 


Passando alle superiìcie ciirre, dimosireremo brevissimamcotc la giu- 
stezza del priucipio che le riguarda , o che si enunziò sul cominciar di 

J juesta noia , dato per ipotesi che il cambiamento infinitesimo dz, sof- 
èrto dall’ ordinata a della superficie quando le corrispondenti ascissa 
z , y crescono di ciz e dy, abbia la forma pdx -4- ady , dove p o q 
esprimono funzioni di z e y indipendenti àa. dx o dy. Infatti chiaman- 
do z', y\ tf, le coordinate variabili di un piano menato pel punto 
( z , V > z ) ) l’ equazione di un tal piano risulta della forma z'— z a 
o (z — z)-4-d(y' — y), e quindi per x'=x-\-dx, y'-y-ì-dy, si à 
z'=zr^-adx-k-bdy. Ma da un' altra parte abbiamo dall* equazione diffe- 
renziale della superficie, <£z E=/MÌlr -4- y</y; dunque se prendiamo <z =0, 
e dssj', nel risultante piano yrfw avremo 

cioè a dire che l’ordinata z' di colai piano, e l’oidinata s-l-ds della 
superficie curva, corrispondenti tutte duo al punto (z-4-clx, y-f-dy) 
del piano delle zy, saranno eguali ; e quindi per la indipendenza delle 
rette infinitesime dx e dy, tutti i punti della superficie curva infinita- 
mente prossimi al punto (z, y, s) si potranno riputare esistenti in colai 
piano. 

Intanto , siccome la detta ipotesi pub sembrare che equivalga in 
certo modo ad ammettere la proposizione che si vuol provare , e al- 
tronde importa di non improntar nulla da considerazioni che tengono 
alla natura , o ai procedimenti del calcolo differenziale , sarà bene il 
recare qui la dimostrazione meramente geometrica, con che il sig. Leroy 
al n. 95 della egregia %ìx& geometria descrittiva, prova che tutte le tan- 
genti di una superficie curva in uno stesso punto , sono allogale in un 
medesimo piano : il che , dopo aver dimostrato che un arco infinitesimo 
di una curva non differisce dalla sua corda o dalla sua tangente, equi- 
vale a dire che una parte injinitesima di una superjkie curva può 
generalmente riguardarsi come piana. 

Intendendo , com’ è dovere , ^r superjicie non una serie di lince o 
di punti ravvicinati gli uni agli altri quanto si voglia , e senza un rap- 
porto fissato tra essi , ma sì bene il luogo geometrico delle diverse 
posizioni che prende nello spazio una data linea mobile , che muta 
situazione e spesso anche forma secondo una legge determinata 0 
continua , e chiamando com’ è uso generatrice la linea mobile , sia 
GMg ( fig. 76 ) la forma e la posizione della generatrice mando passa 
pel punto il. Sia DMd una curva tracciata sulla superficie , e sulla 
quale come direttrice debba scorrere la generatrice allorché col suo 
movimento descrive questo luogo geometrico , e sia finalmente ML una 
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Per Gssare lo ideo supponghiamo a>6>c , o dippiii fac- 
ciamo 






Co^ avremo; «<i, /3<i, /3<» ; ( 2 ) 

la supcrGcic richiesta tornerà espressa 

doro la variabile ^ è determinata per l’equaziouo 

(r-*T+(r-rK=r- ■ . (3) 

c i limiti delle due nuovo integrazioni son dati dall' equa- 
zione ^•+Yi*z=i, (4), che risulta daU’equazioae (i). 

Ora nulla impedendo di considerare le nuove variabili ^ , 
f ) , ^ quali coordinate rettangolari di un’ altra superGcie e- 
spressa per l'equazione (3), l’integrale Jf^dAd\ può riguar- 
aarsi come l’ espressione analitica di un volume limitato dal 


terza corra qualunque, situata puro sulla superficie. Trasportata la ge- 
neratrice in un’ altra posizione G'M'g', incontrerà indubitatamento la 
curra ML in un certo punto N*, quante volte il punto M' sia preso 
abbastanza ricino ad M sulla direttrice DAId. Allora congiungcndo 
M, N' con rette indefinite , queste tre linee saranno secanti dello 
curve MD, ML, G'q', e tutte tre giaceranno cridentemente in uno 
stesso piano. Ora facciamo muovere la generatrice G' q' sopra MD , 
ravvicinandola alla prima sua posizione Gq ; poi immaginiamo che il 
piano delle tre secanti giri intorno il punto Ja, di maniera passi contem- 
poraneamente alia generatrice pei punti M" ed N", M"' ed N"', .... 
dove a mano a mano taglierà le curve MD ed ML : con ciò questo 
piano mobile conterrà costantemente le tre secanti variabili. Or quando 
la generatrice sarà tornata nella posizione GMq , il punto M' mobile 
sopra MD sarà giunto in M-, nello stesso tempo il punto TV’ della curva 
ML avrà dovuto evidentemente riunirsi con M, e per una conseguenza 
necessaria i punti AT ed A' si saranno parimente congiunti sulla curva 
variabile G'q'. Allora dunque le tre secanti mobili saranno divenuta 
rispettivamente tangenti alle curve MD, ML, MG ; e siccome per ogni 
posizione della generatrice esso eran sempre situate in un medesimo 
piano , so ne conchiuderà che allora quando si son mutate nelle tan- 
genti MT', MT, MT", saranno anche in un solo ed unico piano, il 
quale è il limite delle posizioni pr^ suecessivamcntc dal piano mobile 
delle Ire secasti. 
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piano dello ^ yi , dalla superficie cilindrica (4 ) , e dalla su- 

E rficie (3) la cui ordinata sarebbe Osserviamo intanto che 
cendo muovere un piano parallelamente a quello delle ^ n , 
esso, in virtù delle relazioni ( 2 ), non incontra la siiMrficie (3) 
nell’ interno del cilindro (4), sino a che C è minore di i; tocca 
questa superficie nel punto ( 0 , 0 , 1 ) dell’asse delle quando 
^= 1 ; e poscia la intersega in una serie di ellissi, clie per 
un valore qualunque di ^ maggiore di i, hanno per semi- 
assi paralleli alle | ed alle ti 



e questi semiassi , che si desumono colle regole ovvie dal- 
r equazione (3), si vede che divengono eguali tra essi ed 
all’ unità quando c,=oo. Gos'i essendo, possiamo anche mi- 
surare il volume espresso dall’ integrale e che per 

brevità diremo v, prendendo per elemento di esso la diffe- 
renza infinitesima ai due cilindri aventi per altezze ^ e 
e le cui basi sono due ellissi che hanno ( 35S ) per arce 


rXr, e ir(Xr+^dO- 

d 

J^oichè dunque tal differenza fe l’ integrale 

d ILY 

preso tra i limili i ed 00 , sarà equivalente all’ 


nitro preso fra i limili risultanti dall’equazioae (4)- 

Con questa ingegnosa considerazione, dovuta al sig. Gatalan, 
un integrale doppio è trasformato in un equivalente integrale 
semplice. 

Dopo ciò integrando per parti abbiamo 
5 yyir rvvjy O (t* — *)*^ 

poscia sul riflesso che ^ non debb’essere minore di i, e con 


ciò di «, supponendo , sarà 


/ (i l* — i)rfì[ ^ (son*<p— 

**) (t*— fi*) %/ scn*<p|/«» — ^*»en*<p 

r — _ /’l/»*— fJ"scn.v 

^ ^ ’J J iiSi; 


\ 
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c di nuovo integrando })cr parti 


v*'*=fviA-r r-yAÈ^. 

%/ scn f J j3*scu*9 


Con queste sostituzioni, il valore di - espresso tutto in (;> tro- 
vasi essere 


t 


■■C!l(p.(**-«-;3«COS«<p— l) P </s» P <f<pC09 <P 

fosy. p'seu*9 ^ Z/l/**— |^*seii*t? , J l/** — ^*sen*(p ’ 

o che torna lo stesso 


soniji.(»*+s«cc;*<p — i) -, / I — »* 

— x/as §/ I — *- sen»cp — 

cosip-t/»* — ^*sen»9 “ f/ ,» ^ * 

Frattanto per essere i c oc i limili di quelli di scni^ in 
virtù dell’ equazione ^=- * ■ debbono essere a, e zero; e po- 
nendo *=scn fz, quelli di 9 debbono essere /*, e zero. Ora nella 
formola precedente , la parte libera dal segno J " assume da 
sen$ = a, a sen 151 = 0 , il valore 

V(,-,*x,_^*)=^; e ponendo A=-^ = ^^ , il resto 

di quella formola, adonerando la notazione delle funzioni ellit- 
licbe, c invertendo roruine dei limiti (336) mercè il cambiamen- 
to dei segni dei due integrali , prende un valore che si può espri- 
mere in A: e pt con scn.a./^(A,//) + cos/z-coti!z./'(«,fz). 

Dunque unendo i recati due valori , c moltiplicando il tutto 
per -irao ; la metà della superficie dcirellissoidc verrà finalmente 
espressa da 

fl-C'*-f-7r«A(scnM'^ (/i:,M)+eosfz. colpi. ). 



e/c//a Prima Parie. 
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